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Milnorjeve invariante za splete

POVZETEK

Magistrsko delo predstavi spletno homotopijo in Milnorjeve invariante za ambientno
izotopijo in tudi za spletno homotopijo, s poudarkom na Milnorjevih stevilskih inva-
riantah. To stori z definicijami in dokazi relevantnih rezultatov, posebej v povezavi
s spletno grupo in druzino kvocientnih grup fundamentalne grupe, za katere obstaja
Chen-Milnorjeva predstavitev.

Milnor’s link invariants

ABSTRACT

This master’s thesis presents link homotopy and Milnor’s invariants for both ambient
isotopy and link homotopy, with an emphasis on Milnor’s numerical invariants. It
does so by defining and proving all the relevant results, particularly regarding the
link group and a family of quotient groups of the fundamental group for which the
Chen-Milnor presentation exists.

Math. Subj. Class. (2020): 57K10, 57K12

Kljucne besede: splet, spletno stevilo, spletna homotopija, spletna grupa, Milnor-
jeve p invariante

Keywords: link, linking number, link homotopy, link group, Milnor’s i invariants
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Uvod

Osrednja tematika tega magistrskega dela so invariante v teoriji spletov, ki jih je
razvil John Milnor v svoji magistrski [11] in doktorski [10] disertaciji v petdesetih
letih prejsnjega stoletja. Poudarek je predvsem na celostevilskih invariantah, ki jih
izlus¢imo iz kvocientov fundamentalnih grup spletov. Te sluzijo kot moc¢no orodje
pri preucevanju spletov v kontekstu ambientne izotopije, obi¢ajne ekvivalenc¢ne re-
lacije, ki jo definiramo na spletih, Se toliko bolj pa v kontekstu spletne homotopije,
kjer z njihovo uporabo lahko dosezemo tudi mocne klasifikacijske rezultate. Za ra-
zumevanje vsebine tega magistrskega dela je pricakovano splosno znanje temeljnih
tematik algebraicne topologije, ki ga lahko neuki bralec ali bralka pridobi v katerem-
koli standardnem ucbeniku s tega podrocja, ¢eprav avtor priporoca predvsem zelo
znan ucbenik z naslovom »Algebraic topology« [6], ki ga je napisal Allen Hatcher.

Namen prvega poglavja je seznaniti bralce in bralke z osnovami teorije spletov,
oziroma jih opomniti o klju¢nih konceptih, v kolikor so se s tematiko ze soocili v
preteklosti. V njem so definirani pojmi in objekti, s katerimi se bomo srecevali v
nadaljnjih poglavjih, ter standardizirane oznake, ki jih bomo uporabljali, zacensi z
definicijo spleta in ambientne izotopije med spleti. Predstavljene so tudi nekatere
standardne konstrukcije in invariante s tega podrocja, kot so diagrami spletov, sple-
tno stevilo in fundamentalna grupa. Trditve in izreki so podani brez dokazov, saj
jih lahko najdemo v mnogih standardnih uc¢benikih. Med njimi bi avtor izpostavil
dva, ki sta se izkazala za posebej uporabna pri pisanju tega magistrskega dela in
pri Studiju nasploh: to sta »Knots« [2], ki sta ga napisala Gerhard Burde in Heiner
Zieschang, ter starejsi » Knots and links« [13], ki ga je napisal Dale Rolfsen.

Drugo poglavje predstavi nekaj standardnih algebrai¢nih definicij in rezultatov,
ki jih bomo potrebovali kasneje. Osrednja dva pojma tega poglavja sta Magnusova
razsiritev in spodnje centralno zaporedje. Dokazi iz poglavija temeljijo v glavnini na
¢udovitem ucbeniku »Combinatorial group theory« [9], ki so ga napisali Wilhelm
Magnus, Abraham Karrass in Donald Solitar.

V tretjem poglavju so definirani poldnevniki in vzporedniki, mnozice elementov
fundamentalne grupe spleta (in posledi¢no kvocientov te grupe), ki so klju¢nega
pomena za razumevanje struktur in predstavitev grup, predstavljenih v kasnejsih
poglavjih. Poleg definicij so podane tudi osnovne relacije med posameznimi poldnev-
niki in vzporedniki, ter metode iskanja teh elementov v grupah spletov v evklidskem
prostoru.

Cetrto poglavje vpelje ekvivalen¢no relacijo spletne homotopije in problem kla-
sifikacije spleta do spletne homotopije natanéno. V ta namen najprej obravnava
dodatno potezo na diagramih spleta, ki skupaj z Reidemeistrovimi potezami zajame
spletno homotopijo, nato spletno Stevilo, ki se v tej novi luc¢i izkaze za preprosto, a
mocno invarianto, za tem pa se osredotoci na spletno grupo, ki je osrednja tematika
Milnorjevega clanka iz leta 1954 z naslovom »Link groups« [11], kjer je bila sple-
tna homotopija tudi prvi¢ definirana. Predstavljeni so klju¢ni strukturni rezultati o
spletni grupi, predvsem v povezavi s poldnevnikom in vzporednikom, ter pomemben
izrek, ki nam doloc¢i, kdaj sta dva spleta spletno homotopna. Poglavje se zakljuci
z zanimivo uporabo tega izreka: klasifikacijo 2-spletov v evklidskem prostoru do
spletne homotopije natancno.

Cilj petega poglavja je predstaviti druzino kvocientnih grup fundamentalne grupe



spleta, ki se izkaze za moc¢no invarianto ambientne izotopije. Te grupe je najprej
definiral Kuo-Tsai Chen v ¢lanku »Isotopy invariants of links« [3], leta 1957 pa je
Milnor v ¢lanku »Isotopy of links« [10] izpilil njihovo predstavitev in uporabo. Do-
kaz klju¢nega izreka je dolg in tehnicen, zato je v namen preglednosti podan lo¢eno v
dodatku [D]. Definiciji in osnovnim izrekom sledijo strukturni rezultati v povezavi s
poldnevnikom in vzporednikom, ki spominjajo na podobne rezultate o spletni grupi
iz prejsnjega poglavja. Glavni rezultat tega poglavja je Chen-Milnorjeva predstavi-
tev za te kvocientne grupe spletov v evklidskem prostoru, ki je osrednjega pomena
za izpeljavo in razumevanje stevilskih invariant v Sestem poglavju. Predstavitev
temelji na Wirtingerjevi prezentaciji, vendar je zaradi manjsega Stevila generatorjev
veliko bolj obvladljiva. Poglavje se zakljuci s povezavo med spletno grupo in obrav-
navanimi kvocientnimi grupami ter predstavitvijo spletne grupe spleta v evklidskem
prostoru, ki temelji na Chen-Milnorjevi predstavitvi.

V Sestem poglavju so predstavljeni i koeficienti, ki jih definiramo kot koeficiente
pred monomi v Magnusovi razsiritvi vzporednikov v Chen-Milnorjevi predstavitvi.
S primerom pokazemo, da ti koeficienti v splosnem niso invariante niti za ambientno
izotopijo niti za spletno homotopijo, nato pa vpeljemo nove, bolj precizne i koefici-
ente, ki so definirani kot kongruencni razredi p koeficientov po modulu najvecjega
skupnega delitelja dolo¢ene mnozice i koeficientov. Ti se v splosnem izkazejo za
invarianto ambientne iztotopije, v posebnih primerih pa tudi za invarianto spletne
homotopije. Pred zakljuckom poglavja je predstavljenih Se nekaj racunskih lastnosti
[ invariant.

Zadnje poglavje se osredotoci na prakti¢ne primere uporabe ji invariant. Predsta-
vljenih je ve¢ primerov/zgledov spletov, za katere so invariante izra¢unane. Poglavje
nato predstavi druzino spletov, ki se imenujejo skoraj preprosti spleti, za katere se
i invariante izkazejo kot dovolj moc¢na invarianta za popolno klasifikacijo do sple-
tne homotopije natancéno. Ta klasifikacija je bila prvi¢ predstavljena v Milnorjevem
prvotnem ¢lanku »Link groups« [11]. Poglavje se nadaljuje z rezultatom iz istega
clanka, to je klasifikacija 3-spletov v evklidskem prostoru do spletne homotopije na-
tancno. Sele Stiriintrideset let kasneje, leta 1988, pa je ameriski matematik Jerome
Paul Levine v ¢lanku »An approach to homotopy classification of links« [7] uspel
klasificirati 4-splete do spletne homotopije natancno, kar je dosegel z izostritvijo
i invariant. Poglavje se zakljuci z razpravo o potencialnem bodoc¢em delu na tem
podrocju.

1 Osnove teorije spletov

Prvi rezultat teorije spletov se pogosto pripisuje nikomur drugemu kot Carlu Frie-
drichu Gaussu, ¢igar vplivu v moderni matematiki tezko uidemo. Seveda je Gauss
teorijo spletov razumeval nekoliko drugace, kot ga razumemo dandanes. S tem mi-
slimo predvsem, da je sploh ni dojemal kot loceno podroc¢je matematike, saj se je
ukvarjal le s Stevilsko invarianto dveh preprostih sklenjenih krivulj, ki jo je razvil
leta 1833. Tej invarianti sedaj reCemo spletno Stevilo (ve¢ o tem kasneje). Moder-
nejsi pristopi, ki bi bili matematikom v enaindvajsetem stoletju bolj domaci, so bili
razviti v drugi polovici devetnajstega stoletja pod vplivom fizikalne teorije Williama
Thomsona (tudi znanega kot Lorda Kelvina). Teorija je predpostavila model novo-



odkritih atomov, v katerem so atomi predstavljeni z vozli in spleti. Matematiki in
fiziki so se v namen razumevanja atomov prvic¢ poglobili v matemati¢no obravnavo
vozlov, rezultat dela pa so bile prve vozelne tabele. Podrocje je zacvetelo po prelomu
dvajsetega stoletja kot vir zanimivih problemov, s katerimi so se matematiki tistega
obdobja spopadli z uporabo novih napredkov in rezultatov v topologiji. Od takrat
dalje je raziskovanje na podrocju teorije vozlov in spletov neprestano aktivno, tako
v teoreticni matematiki, kot tudi v uporabni matematiki, kjer se je za teorijo spletov
naslo veliko prakti¢nih uporab, predvsem na fizikalnih podrocjih, kot sta elektro-
magnetizem in teorija strun, ter v biologiji, kjer se preucuje vozlanje in prepletanje
proteinov.

Rezultati, predstavljeni v tem poglavju, so tako znani, da so postali folklora.
V vedini se bomo naslanjali na u¢benik »Knots« [2] avtorjev Gerhard Burde in
Heiner Zieschang. Zaceli bomo z osnovami: kaj je splet ter kako definiramo ena-
kost/ekvivalentnost med spleti. Nadaljevali bomo z definicijo diagramov, ki nam
omogocajo lazjo obravnavo spletov v evklidskem prostoru, nato pa definirali spletno
stevilo in fundamentalno grupo orientiranega spleta, dve invarianti, ki bosta sluzili
kot osnovni orodji za nadaljnja poglavja.

1.1 Osnovne definicije

Vozel v formalnem matematicnem smislu je brzkone drugacen, kot ga dojemamo v
vsakdanu, saj ga navadno ne moremo zavezati ali odvezati, kar je glavna uporab-
nost vozlov v praksi. Ravno ta lastnost pa nam da koherentno matemati¢no teorijo:
namrec, ¢e bi lahko vozle prosto zavezovali ali odvezovali, bi, matemati¢no gledano,
med njimi tezko razlikovali v kakrsnemkoli formalnem smislu. Tako vozle intui-
tivno definiramo kot zavozlane sklenjene krivulje v prostoru, splete pa kot urejene
n-terice paroma disjunktnih vozlov. V splosnem jih lahko definiramo v poljubni do-
volj lepi tridimenzionalni mnogoterosti. Formalno gledano lahko to storimo na vec
ekvivalentnih nacinov, za nas pa se bo izkazalo prakticno splete dojemati bodisi kot
vloZitve n-terice paroma disjunktnih kroznic (v primerni mnogoterosti), bodisi kot
sklenjene enodimenzionalne podmnogoterosti. Ker vlozitev n-terice paroma disjunk-
tnih kroznic v (dovolj lepo) tridimenzionalno mnogoterost dolo¢a sklenjeno enodi-
menzionalno podmnogoterost (sliko vlozitve), sklenjena enodimenzionalna podmno-
goterost pa doloca vlozitev (te podmnogoterosti, ki je homeomorfna n-terici paroma
disjunktnih kroZnic, v mnogoterost), lahko ti dve definiciji enacimo.

Definicija 1.1 (Spleti in vozli). Naj bo M povezana, orientabilna in triangulabilna
tridimenzionalna mnogoterost in n € N. Vlozitev

L:|]Si—=M

i=1

disjunktne unije n-terice kroznic v M imenujemo m-splet L v M. Za vsak ¢ €
{1,...,n} pravimo vlozitvi S} < M i-te kopije kroZnice i-ta komponenta spleta
L in jo oznac¢imo z L;. Splet z eno samo komponento imenujemo vozel. Mnogote-
rosti M pravimo ambientni prostor spleta L.

Opomba: Pogosto bomo tako z besedami kot z oznako enacili splet in njegovo
sliko, ki je sklenjena enodimenzionalna podmnogoterost v M.



V namen preprostosti bomo v nadaljevanju izpuscali pisanje zahtevanih pogojev
za mnogoterost M, nastetih v definiciji 1.1, ¢eprav jih vedno privzamemo. Najpo-
gosteje bomo za ambientni prostor M vzeli evklidski tridimenzionalni prostor R?
(ekvivalentno bi lahko vzeli njegovo kompaktifikacijo S*). V tem primeru bomo o
spletih lahko povedali bistveno vec.

Pred nadaljevanjem si oglejmo nekaj preprostih primerov.

Primer 1.2. Najpreprostejsi vozel v evklidskem prostoru je nevozel, ki ga lahko
vidimo na sliki 1. Je tudi edini vozel, ki ga lahko vlozimo v ravnino.

Slika 1: Nevozel.

&

Primer 1.3. Na sliki 2 vidimo n-terico kopij nevozla iz prejsnjega primera 1.2 v
evklidskem prostoru. Temu spletu pravimo trivialen n-splet, saj komponente niso
prepletene (lahko jih lo¢imo z disjunktnimi odprtimi okolicami, ki so homeomorfne
odprtim kroglam), nobena od komponent pa ni zavozlana (kaj to pomeni, bomo
spoznali kmalu).

OO0 O

Slika 2: Trivialen n-splet.

¢

Primer 1.4. Slika 3 prikazuje Hopfov splet, najpreprostejsi netrivialen 2-splet. Se-
stavljen je iz dveh kroznic, ki se prepletata kot dva clena v verigi. Splet je tesno
povezan z zgodovinsko pomembnim Hopfovim vlaknenjem S! < S? — S3, od koder
tudi pride poimenovanje. Slikovni prikaz Hopfovega vlaknenja se pojavi tudi na
naslovnici ucbenika za algebrai¢no topologijo Allena Hatcherja [6].

Slika 3: Hopfov splet.
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Primer 1.5. Vozel, skiciran na sliki 4, se imenuje deteljica. Velja za najpreproste;jsi
netrivialen vozel.

Slika 4: Deteljica.

¢

Nadaljujemo s formalizacijo koncepta enakosti spletov. V ta namen seveda de-
finiramo ekvivalen¢no relacijo na mnozici vseh spletov, ni pa takoj jasno, kako naj
bo ta ekvivalencna relacija definirana. Kot bomo videli v poglavju 4, se bo izkazalo,
da je smiselnih izbir v resnici ve¢. Za trenutek se osredotoc¢imo na najbolj obicajno
in najbolje preuceno. Intuitivna ideja, ki bi jo radi zajeli, je zvezna deformacija
ambientnega prostora, ki bo prvi splet prenesla v drugega.

Homotopija, obicajna topoloska ekvivalen¢na relacija med preslikavami, se izkaze
za pregrobo: vemo, da so vse vlozitve S < R3 homotopne, saj je R? kontraktibilna.
Homotopiji

n
H:||S'x[0,1]] =M
i=1
z dodatnim pogojem, da je ob vsakem casu t € [0, 1] preslikava H, vlozitev, pravimo
izotopija. Izkaze se, da tudi izotopija ni ustrezna izbira, saj lahko z njo spet trivia-
liziramo vse vozle v R?, tako, da kontraktiramo njihove zavozlane dele v tocko. Za
dobro formalizacijo bomo potrebovali Se dodaten pogoj, da se struktura ambientnega
prostora ohranja, kar nas vodi do naslednje definicije:

Definicija 1.6 (Ambientna izotopija). Dva n-spleta L in L’ v mnogoterosti M
sta ambientno izotopna, ¢e obstaja ambientna izotopija med njima, torej zvezna
preslikava H : M x I — M, kjer je H; : M — M homeomorfizem za vsak t,
H():ZdM iIlL:HIOL/.

Ambientne izotopije nam definirajo ekvivalencno relacijo na spletih.

Ceprav definicija 1.6 idejno ni zelo kompleksna, je z njo v praksi tezko ravnati.
Ze v relativno preprostih primerih je prakticno nemogoce direktno pokazati, da sta
dva spleta ambientno izotopna.

Primer 1.7. Trdimo, da sta vozla, ki sta prikazana na sliki 5, ambientno izotopna.
Intuitivno to lahko vidimo tako, da si predstavljamo, da levi vozel zvezno premikamo
v prostoru, dokler ga ne spremenimo do desnega. Tezko pa je poiskati preslikavo,



ki bo enega od spletov prenesla v drugega in bo hkrati homeomorfizem ob vsakem

danem casu. FT c
S

Slika 5: Ambientno izotopna vozla.

%

V namen razlikovanja med spleti bomo uporabljali invariante. To so raznoliki
matematicni objekti, kot so stevilke, grupe ali polinomi, ki jih pripisSemo danemu
spletu. Kljuénega pomena je, da se ohranjajo (v kontekstu ekvivalence obravna-
vanega objekta, torej npr. izomorfizma grup ali do mnozenja polinoma z nekim
faktorjem natancno) pri spremembah spleta, ki jih inducirajo ambientne izotopije.
Le nekaj invariant je dovolj natanc¢nih, da popolnoma locijo med spleti. 1z predpo-
stavke, da sta dva spleta ambientno izotopna, sledi, da imata ekvivalentne invariante,
obratno pa v splosnem ni nujno res. Navadno so prav invariante, ki jih lazje izra-
¢unamo, manj zmozne lo¢evanja med spleti, invariante, ki dobro locijo med spleti,
pa so zelo tezko izracunljive ali primerljive. Omenimo, da v sploSnem ne obstaja
algoritem, ki bi ugotovil, ali sta dva spleta ambientno izotopna ali ne.

1.2 Krotki in divji spleti
Oglejmo si naslednjo posebej lepo druZino spletov v R3:

Definicija 1.8 (Kosoma linearni spleti). Vozel L v R? je kosoma linearen, c¢e
je enostavna, sklenjena, kosoma linearna krivulja, oziroma, ¢e je dolo¢en z urejeno
k-terico paroma razli¢nih tock (po,...,pr_1), ki jim pravimo vozli§¢a, in odprtimi
daljicami r; : (1 —¢)p;+tpiy1 zat € (0,1) in i € Zy, tako da velja p;Nr; =r;Nr; =0
za vsaka 1,7 € Zy.

Poljuben splet L je kosoma linearen, ce je vsaka njegova komponenta kosoma
linearna.

Vsi spleti, ki smo jih videli do sedaj, so ambientno izotopni kosoma linearnim
spletom.

Primer 1.9. Slika 6 prikazuje deteljico v kosoma linearni obliki.

s W

Slika 6: Deteljica v kosoma linearni obliki.
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V splognem lo¢imo splete v R3, ki jih lahko predstavimo kot kosoma linearne,
ter splete, ki jih ne moremo.

Definicija 1.10 (Krotki in divji spleti). Splet L v R? je krotek, ¢e je ambientno
izotopen kosoma linearnemu spletu.
Splet L je divji, ¢e ni krotek.

Krotki spleti so tisti, ki imajo v nekem smislu kon¢no prepleteno in zavozlano
strukturo. Te lahko poljubno natan¢no aproksimiramo s kon¢nim stevilom vozlis¢
in daljic med njimi. Na drugi strani imamo divje vozle, kjer tega po definiciji ne
moremo storiti, kar pomeni, da imajo neskonc¢no zavozlano strukturo. Spodaj sta
skicirana dva primera.

Primer 1.11. Na sliki 7 je orisan primer divjega vozla, v katerem se neskon¢nokrat
ponovi deteljica. Struktura, ki jo tak vozel nosi, je gotovo zelo kompleksna.

Slika 7: Divji vozel.

%

Primer 1.12. Slika 8 prikazuje Se en primer divjega vozla. Gre za znamenit vozel,
ki ga je obravnaval matematik Ralph Fox, ki se je ukvarjal (med drugim tudi) s
teorijo vozlov. Fox je bil mentor Johna Milnorja pri Milnorjevem magistrskem in
doktorskem delu, ki sluzita kot osnovna literatura tega magistrskega dela. Ceprav
na videz izgleda, kot da bi vozel lahko induktivno razvezali in s tem trivializirali,
sta leta 1948 Fox in Artin (Se en velikan tega podrodja in matematike nasploh)
pokazala, da gre za netrivialen vozel, kar kaze na to, kako nepredvidljivo se lahko
obnasajo divji vozli.

Slika 8: Foxov divji vozel.




Izkaze se, da je vecina vozlov v evklidskem prostoru divjih, v smislu, da v pro-
storu vseh vloZitev S' < R3, opremljenem z metri¢no topologijo supremum metrike,
mnozica vseh divjih vozlov vsebuje gosto G5 podmnozico. To trditev je leta 1964
dokazal prav Milnor v ¢lanku »Most knots are wild« [12]. Po drugi strani se le
majhen del teorije vozlov ukvarja z divjimi vozli, saj je o njih tezko karkoli povedati.
Tako se bomo mi, kot vecina avtorjev, omejili le na krotke vozle. Za vse obravnavane
splete v evklidskem prostoru, torej predpostavimo, da so krotki, ¢etudi to ni izrecno
omenjeno.

1.3 Diagrami spletov

Sedaj si oglejmo najbolj pogost nacin za prikaz spletov v evklidskem prostoru —
diagram spleta. Gre za "dovolj lepo"projekcijo spleta na ravnino z oznacenimi doda-
tnimi informacijami. Pri tem smo v resnici smo ze malo goljufali, saj smo diagrame
v tem poglavju ze videli: primeri krotkih spletov, ki smo jih podali do sedaj, so bili
v bistvu primeri diagramov spletov. Zac¢nimo s formalnimi pogoji, kaj pomeni, da
je projekcija na ravnino "dovolj lepa".

Definicija 1.13 (Regularne projekcije). Projekcija spleta v R® na ravnino je re-
gularna, c¢e je injektivna povsod razen v kon¢énem stevilu dvojnih tock, za vsako
dvojno tocko pa obstaja okolica, ki sliko spleta seka v dveh enostavnih krivuljah, ki
se v dvojni tocki sekata transverzalno.

Tocka na ravnini, v katero bi se slikale tri ali ve¢ tock iz spleta, bi na projekciji
napravila zmedo, saj ne bi mogli dolociti, kateri deli spleta so bili povezani pred
projekcijo. Podobno zmedo bi napravila dvojna tocka, v kateri bi se dva dela spleta
le dotikala. Omembe vredno je, da bo za vsak netrivialen splet slika regularne
projekcije vsebovala dvojno tocko (izkaze se, da v resnici vsebuje najmanj dve, ta
minimum pa doseze Hopfov splet). Ce sliko regularne projekcije opremimo z dodatno
strukturo, ki zabelezi interakcije spleta v dvojnih tockah, dobimo diagram.

Definicija 1.14 (Diagram spleta). Naj bo L splet v R3, ki ga z regularno projekcijo
¢ : L — Y projiciramo na neko ravnino Y. Izberimo si eno od strani ravnine,
to je komponento za povezanost v R® — ¥, ki si jo predstavljamo kot izbiro nase
perspektive, torej stran, s katere bomo gledali na ravnino. Brez Skode za splosnost
lahko predpostavimo, da je ¢ projekcija na ravnino Y : z = 0 in da smo izbrali
polprostor z > 0. Naj bo 7, : (x,y, z) — z projekcija na z-os. Definiramo

D ={(p,p) € Lx L|p(p)=e@)inm.(p) > )},

mnozico parov praslik vseh dvojnih tock projekcije ¢, pri ¢emer je prva tocka blizje
nasi izbrani perspektivi kot druga. Naj bo 0 < ¢ << 1 dovolj majhen, da sta za
vsak par (p,p') € D preseka N,y := K(p,e) N L in P,y := K(p',¢) N L povezani
enodimenzionalni podmnogoterosti L z robom, ki ne vsebujeta praslike nobene druge
dvojne tocke projekcije ¢ kot p oziroma p', pri Cemer je K (z,r) odprta krogla v R3
s srediséem v tocki x € R3 in polmerom r € R. Nazadnje, naj bosta

N = U N(p,p/) cL in P= U P(;D,P/) C L.

(p,p')ED (p,p")ED

Za o in vsak (p,p’) € D potem definiramo:



 dvojna tocka p(p) = p(p') projekcije ¢ je krizisce,

o slika p(Ng, ) okolice N,y C L tocke p je nadvoz,

o slika p(Py,) okolice Py, C L tocke p’ je podvoz,

o slika preslikave ¢|;_p je diagram spleta L glede na regularno projekcijo ¢,

komponentam za povezanost diagrama |, _p pravimo loki.

Diagram spleta je torej slika regularne projekcije, na kateri smo izpustili slike

vvvvv

macije, ki nam omogocajo rekonstrukcijo spleta (oziroma spleta, ki je ambientno
izotopen prvotnemu spletu) iz diagrama. Na sliki 9 lahko vidimo, kako posamezno

vvvvv

(%] (8%

(@51

vvvvv

pa vsebuje nadvoz.

Primer 1.15. Primeri 1.2, 1.2, 1.4 in 1.5 v resnici predstavljajo diagrame omenjenih
spletov, primera 1.11 in 1.12 pa ne, saj vozla nista krotka in diagrama za njiju ne
obstajata. &

Primer 1.16. Na sliki 10 lahko vidimo diagram spleta z oznacenimi loki ay, . . ., as,
ki sestavljajo prvo komponento, loki Sy, . .., B¢, ki sestavljajo drugo komponento, loki
1, ---,73, Ki sestavljajo tretjo komponento, in loki dy,...,ds5, ki sestavljajo zadnjo
komponento.



a

Slika 10: Diagram 4-spleta.

&

Omembe vredno je, da regularne projekcije (in posledicno diagrami) spleta v R?
vedno obstajajo. Torej lahko vsak splet predstavimo z diagramom. Ti se v kontekstu
naslednje definicije in trditve izkazejo za posebej uporaben prikaz spleta.

Definicija 1.17 (Reidemeistrove poteze). Na diagramih spletov definiramo tri Re-
idemeistrove poteze (slika 11):

oo | e

Slika 11: Reidemeistrove poteze.

Trditev 1.18. Dua krotka spleta v R? sta ambientno izotopna natanko tedaj, ko sta
njuna diagrama povezana s koncnim zaporedjem Reidemeistrovih potez in ravninskih
ambientnih izotopij.

10



Diagrami torej zajamejo vse informacije o spletih. Reidemeistrove poteze nam re-
lativno kompleksen pojem ambientne izotopije nadomestijo z zaporedjem preprostih
potez na diagramih. Ce se vrnemo na primer 1.7 od prej, lahko sedaj res dokazemo,
da sta vozla ambientno izotopna.

Primer 1.19. Slika 12 nam poda zaporedje Reidemeistrovih potez, ki preveri am-
bientno izotopijo med vozloma iz primera 1.7.

Slika 12: Zaporedje Reidemeistrovih potez med vozloma iz primera 1.7.

¢

Naivno bi bilo misliti, da je zaporedje Reidemeistrovih potez med diagramoma
ambientno izotopnih spletov vedno lahko poiskati. Izkaze se, da so nekateri pari
diagramov povezani le z zaporedjem potez, ki za nekaj korakov poveca stevilo kri-
7i8¢. Potem ne moremo vedno le poiskati poteze, ki zmanjsa (ali ohranja) stevila
danem koraku. V splosnem ne obstaja algoritem, ki bi preveril, ali sta dva diagrama
povezana z zaporedjem Reidemeistrovih potez.

1.4 Orientirani spleti

Do sedaj smo obravnavali splete kot vlozitve neorientirane disjunktne unije kroznic.
Ce kroznicam dodelimo orientacijo, dobimo orientiran splet:

Definicija 1.20 (Orientacija spleta). Orientacija spleta L je dolocena z orientacijo
vsake njegove komponente.

11



Opazimo, da ima n-splet natanko 2" moznih orientacij, saj ima vsaka kompo-
nenta dve mozni orientaciji. Kot pri neorientiranih spletih lahko za orientirane
splete definiramo ambientno izotopijo, ki mora zvezno ohranjati orientacijo vsake
od komponent spleta. Podobno kot v razdelkih 1.2 in 1.3 lahko definiramo krotke
orientirane splete ter diagrame orientiranih krotkih spletov.

Primer 1.21. Na sliki 13 lahko vidimo diagram nekega orientiranega spleta.
b
( a3 ) \
= B2
%)
V2
B3
g

Slika 13: Diagram orientiranega 3-spleta.

¢

Omenimo, da v splosnem orientiran splet ni izotopen orientiranemu spletu, ki ga
dobimo, ¢e kateri od komponent zamenjamo orientacijo. Orientiranemu vozlu, ki
je ambientno izotopen samemu sebi z nasprotno orientacijo, pravimo akiralni vozel,
ostalim vozlom pa kiralni vozli. Deteljica iz primera 1.5 je zgled kiralnega vozla,
nevozel iz primera 1.2 pa zgled akiralnega vozla.

Veliko konstrukeij, ki jih bomo spoznali, obstaja le za orientirane splete. Od
sedaj naprej bomo predpostavili, da so vsi spleti orientirani, ¢etudi tega ne bomo
izrecno omenili. Za konec razdelka si oglejmo pomembno dodatno informacijo, ki jo

vvvvv
vvvvvvvvvv

vvvvv

NS N
N/

sgn(oy) = +1 sgn(og) = -1
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1.5 Spletno stevilo

Kot smo omenili na zacetku poglavja, je spletno Stevilo najstarejsa invarianta sple-
tov. Definiramo ga lahko na mnogo razli¢nih nacinov. Gauss ga je prvotno definiral
kot dvojni integral, ki vsebuje parametrizaciji dveh enostavnih sklenjenih krivulj v
prostoru. Pogosta definicija je tudi presecno stevilo ene komponente spleta s Seifer-
tovo ploskvijo druge komponente spleta. Za nas pa bo posebej uporabna naslednja
formulacija:

Definicija 1.23 (Spletno stevilo). Naj bo L = LU Ly 2-splet v evklidskem prostoru
R? (oziroma S*). Naj bo [I] tisti homoloski razred v H;(R® — Ly) = (m) 2 Z, v
katerem je L;. Potem je [[|] = k[m] za neko celo Stevilo k. Definiramo spletno
stevilo k(L) = Ik(Lq, Ls) := k.

Opomba: spletno stevilo je globalno definirano le za splete v evklidskem prostoru.
Kljub temu lahko spletno stevilo definiramo tudi za splet v evklidski okolici znotraj
poljubne tridimenzionalne mnogoterosti, tako da izracunamo spletno stevilo spleta,
ki ga dobimo s homeomorfizmom, ki ga doloca evklidska okolica.

Trditev 1.24. Spletno stevilo je invarianta za ambientno izotopijo.

Preden se posvetimo primerom, si oglejmo Se dve pomembni lastnosti spletnega
stevila ter uc¢inkovit nacin za izracun spletnega stevila iz diagrama spleta.

Trditev 1.25. Za 2-splet L = Ly U Ly v evklidskem prostoru velja:
1. Ik(Ly, Ly) = lk(Lq, Ly)
2. Menjava orientacije ene od komponent spremeni predznak spletnemu stevilu.

Trditev 1.26. Za 2-splet L = LU Ly v evklidskem prostoru R? in nek diagram tega
spleta velja

1
Ik(Ly, Ly) = 5 Z sgn(o),
oceS

vvvvv

w1 (5T

Spletno stevilo velja za preprosto, vendar moc¢no invarianto pri preucevanju sple-
tov. Seveda jo lahko definiramo tudi med izbranima komponentama spleta s poljub-
nim Stevilom komponent. Tako za n-splet dobimo @ spletnih stevil. Kljub temu
hitro naletimo na primere, kjer nam spletno stevilo ni v pomoc¢. Oglejmo si primer,
kjer lahko na podlagi spletnega stevila sklepamo, da splet ni trivialen, potem pa se

nekaj primerov, kjer se spletno Stevilo izkaze za presibko invarianto.

i
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Primer 1.27. Spodaj je prikazan (slika 15) diagram orientiranega 2-spleta L z ozna-

vvvvv

spletno stevilo:

k(L) = ;<5 _9)= 2.

Jasno je, da je spletno stevilo trivialnega 2-spleta enako 0 (lahko ga izrac¢unamo iz
diagrama, podanega v primeru 1.3). Potem lahko zaklju¢imo, da splet na sliki 15 ni

trivialen.
&

Primer 1.28. Splet s tremi komponentami na sliki 16 imenujemo Boromejski obro¢i.
Ima zanimivo lastnost, da je spletno tevilo vsakih dveh komponent enako 0. Ce v
glavi odmislimo katerokoli od treh komponent, lahko preostali dve lo¢imo. Vseeno
se zdi malo verjetno, da je splet trivialen. Zdi se, kot da obstaja neka medsebojna
trikomponentna prepletenost, ki je spletno stevilo ne zazna.

&

vvvvv

Slika 16: Boromejski obro¢i.

&

Primer 1.29. Splet na sliki 17 je znan kot Whiteheadov splet, poimenovan po zna-
menitem matematiku J. H. C. Whiteheadu, po katerem se imenuje tudi pomemben
izrek o (sibki) homotopski ekvivalenci med CW kompleksi. Whitehead je uporabil ta
splet v definiciji Whiteheadove mnogoterosti, s katero se je ukvarjal med obravnava-
njem Poincaréjeve domneve. Ima zanimivo lastnost, da ima spletno stevilo enako 0,

14



vendar se zdi, da ni ambientno izotopen trivialnemu spletu. S tem sluzi kot primer
dejstva, da spletno stevilo ne zazna vse prepletenosti, tudi med 2-spleti.

Slika 17: Whiteheadov splet.

¢

Primer 1.30. Na sliki 18 lahko vidimo Se dva primera spletov, za katera so vsa
spletna Stevila med pari komponent enaka 0, ¢eprav spleta nista trivialna. Prvi
ima poljubno stevilo komponent, drugi pa jih ima 18. Z Boromejskimi obro¢i (pri-
mer 1.28) si delita tudi lastnost, da postaneta trivialna, ¢e odstranimo katerokoli
njuno komponento. Takim spletom pravimo Brunnijski spleti, po matematiku Karlu
Hermannu Brunnu.

Slika 18: Dva Brunnijska spleta.

1.6 Fundamentalna grupa

Za konec poglavja si oglejmo $e eno klju¢no invarianto vozlov in spletov: fundamen-
talno grupo. Ker je vsak vozel K homeomorfen kroznici, je m(K) = Z ne glede na
izbiro vozla. Opazimo torej, da je za razlike med posameznimi vozli klju¢na vlozi-
tev kroznice v ambientni prostor. Fundamentalno grupo vozla (oz. spleta) potem
definiramo kot fundamentalno grupo komplementa slike te vlozitve.
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Definicija 1.31 (Fundamentalna grupa spleta). Naj bo L splet v mnogoterosti M.
Fundamentalna grupa spleta, oznacena z G(M — L), je fundamentalna grupa
m (M — L, xg), kjer je xo tocka v M — L.

Opomba: ker je prostor M — L povezan, je fundamentalna grupa neodvisno od
izbire tocke xy do izomorfizma natanéno dobro definirana.

Trditev 1.32. Fundamentalna grupa spleta je invarianta za ambientno izotopijo.

Znan rezultat iz teorije vozlov pravi, da je vsak vozel v R? natanko dolocen s
svojim komplementom. Za splete podobna trditev ne velja: obstajajo spleti v R3,
ki niso ambientno izotopni, vendar imajo homeomorfne komplemente ([13, stran 49,
primer 2]). Vseeno fundamentalna grupa spleta ostaja moc¢na invarianta. Za splete

v R3 imamo zanjo precej lepo predstavitev, ki nam mocno olajsa ra¢unanje:
Izrek 1.33 (Wirtingerjeva prezentacija). Naj bo L splet v R, naj bo p reqularna

projekcija spleta L in naj bodo v, ..., oy loki in oy, ..., 0, kriZisca na diagramu, ki
ga doloca projekcija p. Potem imamo za fundamentalno grupo G(R3— L) predstavitev

Tla"'77ﬂn>7

kjer je za vsak i € {1,...,n} s; zanka okoli praslike loka p~'(a;) s spletnim Stevilom
(s, p~'(ay)) = +1 in

G(R3—L):<31,...,sn

sgn(ai)
K3

1 —sgn(o)

?"Z':SjS S S; y

vvvvv

. a; a; (677

\ %
N/

Qj Qj
-1

r; = sjsis,jlsi’l r; = S;S; s,:lsi

Slika 19: Relacije Wirtingerjeve prezentacije.

Oglejmo si nekaj preprostih primerov.

Primer 1.34. Ponovno si oglejmo nevozel iz primera 1.2. Diagram ima le en lok in

vvvvv

grupa nevozla ravno prosta grupa z enim generatorjem F = (s). O

Primer 1.35. Naj bo L n-splet v R3, ki ga lahko zapisemo kot disjunktno unijo
dveh spletov L' in L”. Naj obstajata disjunktni zaprti mnoZici By, B, C R3, ki sta
homeomorfni 3-krogli B3, tako da je L' C By in L” C B,. Potem je

R*—L=(R*- L)~ (Bi—L)U(R’~ L) = (B; — L"),
kjer sta (R® — L) — (B; — L') in (R®> — L) — (B, — L") odprti mnozici, njun presek
(R*— L) = (Bi = L')) N ((R° = L) = (B2 = L")) =R* — (B1 U By)
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pa je enostavno povezan. Ce uporabimo Seifert-van-Kampenov izrek, dobimo

GR*—~L)=m(R* - L)=m(R* L) — (B, — L)) *m((R*— L) — (By — L")) =
~ (R~ L — {o}) + m(R® — L' — {o})

m(R3 — L") 7 (R® — L))

GR?® - L)« GR> — L").

I

112

Posebej, fundamentalna grupa trivialnega n-spleta v R® je prosta grupa na n
generatorjih, saj lahko vse komponente lo¢imo, fundamentalna grupa vsake pa je
prosta grupa z enim generatorjem (primer 1.35).

Opomba: enak zakljucek lahko dobimo z uporabo Wirtingerjeve prezentacije za
diagram spleta L, ki ga lahko zapiSemo kot disjunktno unijo dveh spletov L’ in L”,

vvvvv

&

Primer 1.36. Naj bo L Hopfov splet v R3 z diagramom na sliki 20. Dobimo
Wirtingerjevo prezentacijo

(@, Bl aBa™ 87", Baf o) = (a, B [a, B]) = 27,

ki nam pove, da je fundamentalna grupa Hopfovega spleta ravno prosta Abelova
grupa na dveh generatorjih. Ker vemo, da je fundamentalna grupa trivialnega 2-
spleta ravno prosta nekomutativna grupa na dveh generatorjih (primer 1.35), lahko
zaklju¢imo, da Hopfov splet ni trivialen.

Slika 20: Diagram Hopfovega spleta.

¢

Primer 1.37. Vzemimo diagram deteljice iz slike 21. Na njem oznacimo loke

a1, o, a3 in kriziséa o4, 09,03. Wirtingerjeva prezentacija nam za dani diagram
da prezentacijo fundamentalne grupe vozla

3 _ . —1 -1 . —1, -1 , —1, -1
GR’ = L) = (g, a9, 3| 01 : yazag a3, 031 Qaiiaz Qq , 03 @ Q3o Qg ).

a7

o
1 R

(67 03 Qg

......
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Z relacijo o3 lahko izrazimo asz = asayas 1 Dobimo
3 _ 1 -1 1 -1 -1 -1
GR’ — L) = (aq, a0 | qasnoy oy g, Qeqanay ay o)

in opazimo, da je druga relacije le inverz prve, tako da jo lahko izpustimo. Vzemimo
1 -1 1

T =1 iny = a5 aj 042_1. Potem lahko izrazimo a; = x?y, as = (zy)~! in

—1_—1,_-1 —1, -1 1\, -1 -1 -1 3.2

1 = apanaias a ag - = ajason (aoaianay o oy o, a0 = oY
Torej je

G(R® = L) = (x,y | °y?).

Z nekaj znanja teorije grup lahko pokazemo, da ta grupa ni komutativna. Sledi
zakljucek, da deteljica ni ambientno izotopna nevozlu.

o

Kljub preprostosti Wirtingerjeve prezentacije je v sploSnem tezko ugotoviti, kdaj
fundamentalni grupi dveh spletov sta ali nista izomorfni. Iz teorije grup vemo, da
ne obstaja (in ne more obstajati) algoritem, ki bi to preveril. Za zakljuc¢ek poglavja
si poglejmo Se eno pomembno lastnost Wirtingerjeve prezentacije.

Trditev 1.38. Naj bo L splet v evklidskem prostoru R3, si,...,s, generatorji in
r1,...,rn relacije Wirtingerjeve prezentacije grupe G(R® — L), dolocene z nekim
diagramom. Potem obstajajo Ay, ..., A\, v prosti grupi (Si,...,Sn), da v izbrani
Wirtingerjevi prezentaciji grupe G(R® — L) velja

n

Hﬂ)\ =1.

i=1

Potem je vsaka relacija v Wirtingerjevi prezentaciji posledica ostalih relacij.

2 Predal z algebraicnim orodjem

V tem poglavju bomo vpeljali dve pomembni algebrai¢ni konstrukeiji, ki nam bosta
prisli prav kasneje. Prva je razsiritev proste grupe, nacin predstavitve proste grupe
kot podgrupe za mnozenje v algebri formalnih potenc¢nih vrst. Druga je spodnje
centralno zaporedje grupe, zaporedje podgrup edink, ki vsebuje zanimive strukturne
lastnosti grupe ter je tesno povezano s prostimi Lijevimi algebrami. Poglobljeno
obravnavo teh tematik lahko najdemo v u¢beniku » Combinatorial group theory« [9].

2.1 Razsiritve prostih grup

V splosnem je razsiritev proste grupe nacin predstavitve proste grupe kot podgrupe
za mnozenje v algebri formalnih potencnih vrst z nekomutativnimi spremenljivkami.

Definicija 2.1 (Razsiritev F,, — Z{(X1,...,X4y))). Naj bo F,, prosto gene-
rirana grupa z n generatorji y,...,z, in Z{(Xi,...,X,)) nekomutativna alge-
bra formalnih potencénih vrst z n generatorji Xi,...,X,. RazSiritev iz F,, v
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Z{{(X1,...,Xp)) je monomorfizem J : F,, — Z({(Xi,...,X,)) v multiplikativno
grupo algebre Z((X7,..., X)), tako da za vsak i € {1,...,n} velja

J(x;) =1+ X; 4+ multinomi visje stopnje.

Opomba: mnozica J(F,) ni podkolobar Z((X1,...,X,)), saj ne vsebuje enote
za seStevanje 0.

V naslednjem izreku spoznamo razsiritev, ki jo bomo uporabljali.

Izrek 2.2 (Magnusova razsiritev [9]). Preslikava

M:F, o Z((X), ..., X))

je razsiritev in M(z;)) ™' =1—-X; + X2 — X2 +....
Dokaz izreka 2.2. Opazimo, da je

1+X)1-X; + X2 - X2 +..) =

=(1-Xi+ X7 — -+ (=1)"X"+...)
(X = X2+ (D)X 4
=1
Prav tako opazimo, da je mnozica elementov v Z((X1,...,X,)) s prostim ¢lenom 1

grupa za mnozenje, saj je prosti ¢len produkta enak produktu prostih ¢lenov. Potem

je nasa preslikava dobro definiran homomorfizem iz proste grupe v to grupo.
Pokazati moramo Se, da je injektivna. Naj bo xfll .. xfy’: € F,, neprazna okraj-

sana beseda. Opazimo, da vrsta M (xfj 7) vsebuje ¢len k;Xi, (lahko dokazemo s pre-

prosto indukcijo na |k;|). Potem vrsta M (z]*...z5™) vsebuje élen ki1 X;, ... kn X,
in torej ni enaka 1. Torej je v jedru preslikave res le prazna beseda in je nasa
preslikava monomorfizem.

[]

Magnusova razsiritev je preprost, a uporaben nacin dojemanja proste grupe v
algebri nekomutativnih formalnih potenc¢nih vrst. Poglejmo si nekaj razsiritev po-
ljubnih elementov.

Primer 2.3. Naj bo F' = (x, z5) prosta grupa z dvema generatorjema. Potem je

M (z122) =1+X)1+Xo)=1+X;+Xo+ X1 Xs,

M (w123 =1+ X)) - X+ X2 X34...) =
=1+X - X - X1 X0+ X2+,

M (x5 ar?) (1 X+ X2+ .. )1 -X,+X2+...)=
=1-X1 - X0+ X7+ XX, + X0+,

M (z12971) =(14+X)(1+Xo)(1+ Xy) =

=14+2X+ X0+ X1 X0 + X0 X1 + X2+ X1 X0 X
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Ena od lepih lastnosti Magnusove razsiritve je tudi tesna povezanost s kombina-
toricno konstrukcijo mesanja, ki jo bomo sedaj obravnavali.

Definicija 2.4 (Mesanje zaporedij). Naj bosta I in J kon¢ni zaporedji naravnih
stevil. Definiramo:

» Konc¢no zaporedje naravnih stevil H je rezultat mesanja zaporedij I in J,
¢e vsebuje [ in J kot podzaporedji in ne vsebuje nobenega ¢lena, ki ni ¢len
ali J. Za rezultat H mesanja zaporedij [ in J je meSanje zaporedij I in J
indeksiranje podzaporedij I in J v zaporedju H (torej zaporedje H, opremljeno
z dodatno informacijo, kateri elementi pripadajo I in/ali J). Mnozico vseh
mesanj zaporedij [ in J oznac¢imo s S(I,J). Omenimo, da je lahko neko
zaporedje H rezultat mesSanja zaporedij [ in J na vec¢ kot en nacin in se v
S(1,J) pojavi veckrat z razlicnimi indeksiranji.

» Konc¢no zaporedje naravnih stevil H je rezultat pravega mesSanja zaporedij
I in J, ¢e vsebuje I in J kot disjunktni podzaporedji in ne vsebuje nobenega
¢lena, ki ni ¢len [ ali J. Za rezultat H pravega meSanja zaporedij I in J
je pravo mesanje zaporedij I in J indeksiranje podzaporedij I in J v
zaporedju H (torej zaporedje H, opremljeno z dodatno informacijo, kateri
elementi pripadajo I in kateri J). Mnozico vseh pravih mesanj zaporedij [ in
J ozna¢imo s PS(I,.J). Kot prej je lahko neko zaporedje H rezultat pravega
mesanja zaporedij / in J na ve¢ kot en nacin in se v PS(I,J) pojavi veckrat
z razli¢nimi indeksiranji.

Sama definicija nam ne poda intuitivnega razumevanja (pravega) mesanja zapo-
redij. V ta namen si poglejmo ilustrativen primer.

Primer 2.5. Naj bosta [ = 112 in J = 12 zaporedji elementov mnozice {1,2}.
V rezultatih (pravega) mesanja zaporedij [ in J bomo s ¢rtami nad Stevilkami
prikazali pripadnost podzaporedju, enakemu 7, in s ¢rtami pod stevilkami prikazali
pripadnost podzaporedju, enakemu .J. Potem je

S(1,.) = {112, 112, 1112, 1112, 1112, 1212, 1122, 1122, 1122, 1122,
12712, 11212, 11122, 11122, 11212, 11122, 1172, 11122, 11172, 11212},
PS(I,.J) = {12112, 11212, 11122, 11122, 11212, 11122, 11122, 11123, 11122, 11212}.

Med koeficienti formalnih poten¢nih vrst, ki nastopijo v sliki Magnusove razsiri-
tve, velja posebej lepa relacija, ki jo lahko izrazimo z mesanji zaporedij indeksov.

Izrek 2.6 ([4]). Naj bo w beseda v prosti grupi F,, in naj bo

Z'P
i1..ip

njena Magnusova razsiritev, kjer A(iy...i,) oznacuje celostevilski koeficient pred

monomom X, ... X; . Potem za zaporedji I in J stevilk 1,...,n velja
AIA(T) = Z A(H).
HeS(1,J)
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Dokaz izreka 2.6. lzrek dokazemo z indukcijo na dolzino |w| besede w.

Ce je |w| = 1, potem je w = x; ali w = x; ' za nek generator z; grupe F. Za
w = x; je M(w) =1+ X in je edini nenicelen koeficient A(7). Potem imamo le eno
kombinacijo I in J, za katero obstaja H € S(I,.J) z nenicelnim koeficientom A(H),
toje I =J=H = {i}. V tem primeru izrek oc¢itno velja.

Zaw=z;"je M(w) = 1-X;+X2—... inje A(I) # 0 natanko tedaj, ko je I = 4*
zanek k € N. Za I = i¥ in J = 4! je potem A(I)A(J) = (=1)¥(=1)! = (=1)*'. Naj
bo (k,1); Stevilo meSanj i* in i’ dolZine t. To so ravno tista meSanja, katerih rezultat
je zaporedje i'. Z indukcijo na Stevilo | pokazimo

k+1

> (=DNk, ), = (-1 (2.1)

t=max(k,l)
Zal=1imamo (k,1)y =k in (k,1)x1; = k + 1. Potem je
(1) + (1) (k +1) = (—1)**.

Predpostavimo sedaj, da za poljubna £ € N in [ € N enacba 2.1 drzi za k in [ — 1,
ter pokazimo, da potem drzi tudi za [. Opazimo, da je

S@*, 7 USEE, ) = S@*, 80, 7) = S(S(iH, i),
in da se zaporedje i'~! v S(i,i""!) pojavi z (I — 1) razli¢nimi indeksiranji, zaporedje
i pa se pojavi z [ razli¢nimi indeksiranji. Podobno velja tudi za zaporedji i*~! in

i*. Potem je

l(t:m;(k l)<—1)t(k7l)t> +(1— 1>(t:m§,lu)(_l)t(k’l - 1)t) —

HeS(ik,S (i, 1)) HeS(S(iki),it=1)
— i M)+ X () =
HeS(ikit-1) HeS(ik+14-1)
k+l—1 (k+1)+(-1)
k( S (CD)k - 1)t> +(k+ 1)( e 1)t)

t=max(k,l—1) t=max(k+1,l—1)

Z uporabo indukcijske predpostavke dobimo

(5 o) - (=1 (k+ <—1><;<: F0+(D0-1)

t=max(k,l)

(_1)k+l—1(_l)
[
— (_1)k+l_
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Potem izrek drzi za besede w dolzine 1.

Sedaj vzemimo poljuben k£ € N in predpostavimo, da izrek drzi za besede, ka-
terih dolzina je manjsSa od k. Naj bo za poljubno naravno stevilo ¢z in poljubno
kon¢éno zaporedje naravnih stevil H, H|; podzaporedje prvih i ¢lenov zaporedja H
in H|" podzaporedje vseh preostalih ¢lenov zaporedja H. Besedo w lahko zapisemo
kot netrivialen produkt krajsih besed w = uv in gledamo koeficiente v Magnuso-
vih razsiritvah A, A, in A, teh treh besed. Z uporabo indukcijske predpostavke
izrac¢unamo

] |/]

A7) = (3 MDA (3 MM =

r=0

=2 ATl Au(T1)A (I AL(T]) =

:Z< > Au(Hu))< > AU(HU)):

rs NH,eS ], Js) H,eS(|",J1°)
|1]+1)

= Z Z Au(Hw|t)Av<Hw|t) =

H,eS(I1,J) t=0

= > Au(Hy).

HyeS(1,J)
S tem je nas izrek dokazan. O

Kratek uvod v razsiritve zaklju¢imo z zanimivim rezultatom, da je izbira razsiri-
tve poljubna do avtomorfizma algebre formalnih poten¢nih vrst z nekomutativnimi
spremenljivkami. Magnusova razsiritev za nas ostaja posebej prikladna zaradi kom-
binatori¢nega rezultata iz izreka 2.6 in dejstva, da so celostevilski koeficienti posebej
prakticni za uporabo in interpretacijo.

Trditev 2.7 ([8]). Za vsaki dve razsiritvi
Jl, Jg : Fn — Z<<X17 R 7Xn>>

obstaja enolicno dolocen avtomorfizem ® : Z{({X1,..., X)) = Z{{X1,...,Xn)), da
velja Jo = ® o Jj.

Dokaz trditve 2.7. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je J; Magnusova
razsiritev M. Potem definiramo

Opazimo, da je Jo = P o M. Iz

JQ(IJ =1 + XZ + Z Ki,jl...ijjl . .Xj

m

sledi

X)) =Xi+ Y KijiojuXi - X,
Potem lahko X; razumemo kot formalno potencno vrsto v Z{{®(X;),...,P(X,)))
in definiramo endomorfizem ®~'(®(X;)) = X;. Iz &' o ® = id sledi, da je !
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surjektiven, iz ®1(X;) = X; + ... pa sledi, da je ®! injektiven (kot v dokazu
izreka 2.1). Potem je ®~! avtomorfizem in posledi¢no je tudi ® avtomorfizem.
Njegova enolicnost izhaja iz njegove definicije.

O

2.2 Spodnje centralno zaporedje

Oglejmo si naslednje zaporedje podgrup edink, ki ga lahko definiramo za poljubno
grupo G.

Definicija 2.8 (Spodnje centralno zaporedje). Za grupo G definiramo spodnje
centralno zaporedje
Gl'ZGZEIZGnlzu

kjer je G1 := G in Gpy1 = [G,G,] ={a v 'ab | a € G,be G,}.

Zaporedje se izkaze za pomembno konstrukcijo v teoriji grup in neasociativni
algebri. Nas bodo zanimala predvsem spodnja centralna zaporedja fundamentalnih
grup spletov. Preden si ogledamo nekaj primerov, dokazimo sSe naslednji izrek, ki
nam da uvid v Magnusovo razsiritev spodnjega centralnega zaporedja.

Izrek 2.9 ([9]). Naj bo F prosta grupa na n generatorjih, M(F) njena Magnusova
razsiritev in Fy element njenega spodnjega centralnega zaporedja za ¢ € N. Naj bo
D, (F) C M(F) mnoZica vseh formalnih potencnih vrst s prostim clenom enakim 1
in ostalimi monomi stopnje > n. Potem je

« mnozica D, (F) podgrupa M(F),

Dn (F)
Dn+l(F)

o kvocient koncno generirana prosta Abelova grupa in

o slika M(F;) vsebovana v D,(F).

Dokaz izreka 2.9. Naj bodo F', M(F), F, in D,(F) kot v izreku. Jasno je, da je
D, (F) podgrupa M (F'). Vsak element C,, € D, (F) lahko zapiSemo kot

Con=14+P,(X1,.... Xp) + hp1 (X1, ..., X0),

kjer je P,(Xy,...,X,) homogen multinom stopnje n in h,. (X, ..., X,) vrsta mo-
nomov stopnje > n + 1. Naj bo H, aditivnha grupa homogenih multinomov stopnje
n v nekomutativnih spremenljivkah X, ..., X, s celostevilskimi koeficienti. Potem
lahko definiramo homomorfizem

¢ : D, (F) = H,
Cp s Po(X1,. .., X,).

Preslikava ¢ je res homomorfizem, saj je
C,C! =1+ P, + P! + monomi viSje stopnje
in je torej

©(ChCy) = P+ P, = o(Cy) + ¢(Cy).
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Opazimo Se ve¢, da je ¢ epimorfizem, njeno jedro pa je D, (F'). Potem je

Dn(F)

— = H,.
Dn+1(F)

Ker je H, konc¢no generirana prosta Abelova grupa, smo s tem dokazali drugo tocko
izreka.

Tretjo tocko dokazemo z indukcijo na q. Za ¢ =1 je D1(F) = M(F) = M(F}).
Naj za nek ¢ > 1 velja M(F,_1) C Dy—1(F). Vzemimo

Co=14+P,(X1,.... Xp) + ho1 (X1, ..., Xp) € Dy(F)
kot prej in naj bo
C=1+P(Xy,....,X,)+h(Xy,...,X,) € M(F)

poljuben, kjer je P'(Xy,...,X,) stopnje < n in A/(Xy,...,X,) stopnje > n + 1.
Potem je

CC,=1+P(Xy,...,X,) + P.(Xy,...,X,) + monomi vi§je stopnje
C.C =1+ P,(Xy,...,X,)+ P'(Xy,...,X,) + monomi visje stopnje
C,C,] = (C,C)"1(CC,) = 1+ monomi vije stopnje

Torej je [C,Cy) € Dyir(F) in [M(F), Dp(F)] C Dpy1(F). Z upostevanjem induk-
cijske predpostavke vidimo

M(Fy) = M([F, Fya]) = [M(F), M(Fy1)] C [M(F), Dya (F)] C Dy(F).
O

Za konec poglavja si poglejmo Se nekaj primerov spodnjih centralnih zaporedij
grup.
Primer 2.10. Kot primer si oglejmo spodnja centralna zaporedja nekaj grup:

(8) G Abelova: Ceje G Abelova grupa, je Gy = [G,G] = 1in je torej G; trivialna
za ¢ > 1. Dobimo spodnje centralno zaporedje

G1>1>....

(#) G = Qs kvaternionska grupa: Naj bo
Qs = ((=1),4,7,k| (=1)* =1,i* = j* = k* = ijk = (-1))

kvaternionska grupa. Opazimo, da je 1,(—1) € Z(Qg) ter da je

i g] = 757 = i(=1)j(=1)ij = (~1)(=L)ijij = kk = (1),

Podobno dobimo, da je [i, k] = [j,i] = [k,1] = [j, k] = [ jl = (=1). Potem je
(Qs)2 = {((—1)). Iz (—1) € Z(Qs) potem sledi (Qs)s = 1. Dobili smo zaporedje
Qs> ((-1) 1.

Grupe, katerih spodnje centralno zaporedje po nekem indeksu postane trivi-
alno, imenujemo nilpotentne grupe. Te igrajo pomembno vlogo v teoriji grup.
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() G = (x1,...x,) za n > 1: Zanima nas spodnje centralno zaporedje proste
grupe na n generatorjih. Jasno je, da za noben n € N grupa G, ni trivialna, saj
vsebuje komutator {xl, [x1, [ .., 71, xg]m # 1. Torej so vse grupe v spodnjem

centralnem zaporedju G netrivialne. Ce Zelimo o tem zaporedju povedati Se
ve¢, lahko uporabimo Magnusovo razsiritev in gledamo M(G) namesto G.
Izrek 2.9 nam je povedal, da za vsak n € N velja M(G,,) C D,(G) < M(G).
Po definiciji D,, opazimo

(N D.G)=1 = [)G.=1

neN neN

Presek vseh grup v spodnjem centralnem zaporedju grupe G je torej trivialen.
Takim grupam pravimo residualno nilpotentne grupe. Jasno je, da je vsaka
nilpotentna grupa tudi residualno nilpotentna, obratno pa ne drzi, kot smo
ravnokar pokazali.

(¢) G = {(a,b|a’ = a?): Opazimo, da je [a,b] = a™'b"lab = a 'a® = a ta® =
a. Torej je a € Go. Opazimo, da ¢e je a € G, za nek n € N, potem je
a ! =[ba] € |G,G,] = G,41 in je potem tudi a € G,41. Z indukcijo lahko
torej pokazemo, da je a € G, za vsak n € N, torej, da je

a € ﬂGn.

neN

Potem G ni niti nilpotentna niti residualno nilpotentna. Izbrana grupa G
spada v zanimivo druzino grup, ki jim pravimo Baumslag-Solitarove grupe.

&

3 Poldnevnik in vzporednik

Nadaljujmo z obravnavanjem elementov fundamentalne grupe spleta, ki bodo igrali
klju¢éno vlogo pri razumevanju strukture fundamentalne grupe in njenih kvocientnih
grup. Zacnimo s poldnevniki, elementi, ki pre¢no obkrozijo dano komponento spleta.

Definicija 3.1 (Poldnevnik). Naj bo L n-splet v mnogoterosti M in H kvocientna
grupa G(Af\fL) za neko podgrupo edinko N < G(M — L). Naj bo N; cevasta okolica
komponente L; za poljuben i € {1,...,n}, xg € M — N; in p; : I — M pot od x
do neke tocke v L;, tako da p;(t) € M — L za vsak t < 1.

Definiramo poldnevnik «;(p;, IN;) i-te komponente spleta L kot element
v H, ki ga predstavlja zanka z zacetkom v xq, ki sledi poti p; do N;, potem naredi
homotopsko trivialno zanko v N; okoli L; s spletnim sStevilom +1 z L;, nazadnje pa

se vrne po poti p; ' nazaj do tocke .

Naslednji primer nam motivira kasnejsi strukturni rezultat o poldnevnikih.

Primer 3.2. Generatorji v Wirtingerjevi prezentaciji fundamentalne grupe spleta
(izrek 1.33) so po njihovi definiciji poldnevniki. Iz relacij Wirtingerjeve prezentacije
sledi, da so vsi generatorji, ki pripadajo lokom neke komponente spleta, v istem
konjugiranostnem razredu.

25



Naj bosta namre¢ «; in ;.1 dva generatorja, ki pripadata zaporednima lokoma
(zaporedje lokov diagrama je doloc¢eno z orientacijo spleta). Oglejmo si relacijo,

vvvvv

vvvvv

Potem je seveda a1 = afﬂ. Induktivno sklepamo, da so vsi generatorji, ki pripa-
dajo lokom neke komponente, res v istem konjugiranostnem razredu. %

Pri spletih v evklidskem prostoru bomo navadno za poldnevnike izbrali prav
generatorje v Wirtingerjevi prezentaciji. Primer 3.2 nam pravi, da je ta izbira po-
ljubna, poldnevnik pa je doloc¢en do konjugiranja v fundamentalni grupi natancno.
Naslednja trditev nam pove, da to velja tudi za splete v splosnem prostoru.

Trditev 3.3. Naj bo L n-splet v mnogoterosti M, H, xq in p;(t) kot v definiciji 3.1.

e Za dovolj majhni cevasti okolici N; in N| komponente L; velja o;(p;, N;) =

o Za razlicni poti p;(t) in pi(t) sta a;(p;, N;) in o;(p), N;) v istem konjugirano-
stnem razredu grupe H.

Opomba: o;(p;, N;) je za izbrana N; in p; enolicno dolocen.

Dokaz trditve 3.3. Prva tocka sledi iz dejstva, da ¢e vzamemo dovolj majhno cevasto
okolico N;, da je N;N L = L; in N; ~ B? x S, potem so vse homotopsko trivialne
zanke v N; homotopne tudi v grupi G(M — L) in njenih kvocientih.

Zanko \ € H, tako da je

ai(pi, i) = i (pl, N;),

konstruiramo tako, da sledimo poti p; do N;, potem znotraj NN; sledimo poti do tocke
na p;, nato naredimo nasprotno zanko okoli L; kot «a;(p;, IV;), nazadnje pa sledimo
p; ' nazaj do w. [

Poldnevniki neke komponente spleta torej tvorijo konjugiranostni razred, dokler
jih definiramo v dovolj majhni cevasti okolici spleta. V nadaljevanju bomo vedno
predpostavili, da smo za definicijo poldnevnika vzeli dovolj majhno okolico, zaradi
¢esar bomo v oznaki poldnevnikov izpustili N;. Poleg tega bomo obicajno izpustili
tudi oznacevanje poti, s katero je poldnevnik definiran.

Na podoben nacin kot poldnevnike definiramo tudi vzporednike, elemente, ki
vzporedno obkrozijo dano komponento spleta.

Definicija 3.4 (Vzporednik). Naj bo L n-splet v mnogoterosti M in naj bodo H,
xg, N; in p;(t) kot v definiciji poldnevnika (definicija 3.1).

Definiramo vzporednik S;(p;, N;) i-te komponente spleta L kot element
grupe H, ki ga predstavlja zanka, ki se zacne v xg, sledi poti p; do V;, potem naredi
zanko vzdolz N;, homotopno L;, nazadnje pa se vrne po poti p; ! nazaj do tocke x.

Za vzporednike velja podoben, a rahlo bolj kompleksen strukturni rezultat kot
za poldnevnike.

Trditev 3.5. Naj bo L n-splet v mnogoterosti M in naj bodo H, xy in p;(t) kot v
definiciji poldnevnika (definicija 3.1).
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o Za izbrana Nj in p; se dva vzporednika B;(pi, N;) in Bi(p;, N;) razlikujeta za
faktor o;(pi, Ny)* za nek k € 7.

o Za dovolj majhni cevasti okolici N; in N| komponente L; za vsak B;(pi, N;)
obstaja Bi(pi, Nj), da je Bi(pi, Ni) = Bi(pi, N)-

o Za razlicni poti p;(t) in pi(t) za vsak B;(p;, N;) obstaja B;(pl, N;), ki je v istem
konjugiranostnem razredu grupe H.

Opomba: ;(pi, N;) za izbrana N; in p; ni enolicno dolocen.

Dokaz Trditve 3.5. Recimo, da sta §;(p;, N;) in B.(p;, N;) dva vzporednika i-te kom-
ponente spleta L. Potem je f3;(p;, N;) - Bi(pi, N;)™! zanka, ki sledi poti p;, naredi
homotopsko trivialno zanko v N; okoli L; s spletnim stevilom k z L;, nato pa sledi
poti p; . Torej je Bi(pi, Ni) - Bi(pi, Ni) ™" = cu(ps, Ni)*.

Ce vzamemo dovolj majhno cevasto okolico N;, da je N;NL = L; in N; ~ B?x S!,
potem so vse zanke v N;, ki so homotopne L;, paroma homotopne tudi v grupi
G(M — L) in njenih kvocientih.

Nazadnje, zanko A\ € H, tako da je

konstruiramo tako, da sledimo poti p; do V;, potem znotraj N; sledimo poti do tocke
na p;, nato naredimo nasprotno zanko vzdolz N; kot 53;(p;, V;), nazadnje pa sledimo
p; ' nazaj do x.

m

Kot pri poldnevnikih bomo za vzporednike vedno predpostavili, da smo jih defi-
nirali v dovolj majhni cevasti okolici, zaradi ¢esar bomo v oznaki vzporednikov izpu-
stili V;. V splosnem sta potem poljubna dva vzporednika i-te komponente spleta do
mnozenja s poldnevnikom i-te komponente in konjugiranja natancéno enaka. Iz prej-
snje trditve je jasno, da lahko za splete v evklidskem prostoru to enakost napisemo
na lepsi nacin.

Primer 3.6. Za splet v evklidskem prostoru in dano stevilo k € Z so vsi vzporedniki
izbrane komponente, ki imajo s to komponento spletno stevilo enako k, v istem
konjugiranostnem razredu grupe H. &

Kot pri poldnevnikih bomo navadno izpustili tudi oznacevanje poti, s katero je
definiran vzporednik. V splosnem se bo izkazalo za uporabno, da gledamo pare
vzporednikov in poldnevnikov, ki jih definiramo z isto potjo.

Definicija 3.7 (Par poldnevnika in vzporednika). Naj bo L n-splet v mnogoterosti
M in naj bodo H, g, N; in p;(t) kot v definiciji poldnevnika (definicija 3.1). Par
(ai(pi), Bi(pi)) poldnevnika in vzporednika i-te komponente spleta L je
dvojica poldnevnika in vzporednika i-te komponente spleta L, ki sta definirana z
isto potjo p;.

Za splete v evklidskem prostoru se bodo izkazali posebej zanimivi tisti vzpore-
dniki, ki imajo spletno stevilo 0 s komponento, ki jo obkrozijo. Za njih imamo tudi
prikladen nacin, da jih dobimo iz Wirtingerjeve prezentacije.
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Trditev 3.8 ([2]). Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru R? in G(R® — L) njegova
fundamentalna grupa, predstavljena z Wirtingerjevo prezentacijo glede na nek izbran
diagram tega spleta. Predstavnika B; € G(R® — L) vzporednika k i-ti komponenti
spleta L s spletnim Stevilom lk(L;, ;) = 0 lahko poiscemo s sledecim postopkom.:

1. Zacnemo na poljubnem loku oy, i-te komponente L; s prazno besedo 3; = ¢.

2. Sledimo loku do konca. Ko se nas lok ay, konca v kriziscu oy, tako da gre pod
sgn(o1)

lokom ay,, pomnoZimo B; z oy
3. Nadaljujemo vzdolZ naslednjega loka in ponavijamo prejsnji korak za vsak lok,
dokler ne pridemo nazaj na prvotni lok oy, .

4. PomnozZimo B; z o, kjer je x tak, da je vsota vseh eksponentov v koncni besedi
__sgn(o1) sgn(om;) g
ﬁi — Oékl o e Oékmz ¢ akO

vvvvv

Dokaz trditve 3.8. 1z konstrukcije Wirtingerjeve prezentacije je jasno, da dobljena
beseda predstavlja i-ti vzporednik ;. Njegovo spletno stevilo z L; je 0, saj je
spletno stevilo vsakega ozskfn(gj ) 5 komponento L; enako sgn(o;), ker so generatorji
Wirtingerjeve prezentacije ravno poldnevniki. Tako je spletno stevilo 1k(5;, L;) ravno

vsota vseh eksponentov, ki je enaka 0.
m

Za konec poglavja si poglejmo primer, kako v praksi poiskati poldnevnike in
vzporednike.

Primer 3.9. Oglejmo si diagram spleta L v R3 na sliki 22. S postopkom iz trdi-
tve 3.8 lahko dobimo vzporednike v grupi G(R3 — L), pri ¢emer za¢nemo na lokih

aq, By in yq:

vzporednik rdece komponente: v = Piy; ' Baar !
vzporednik modre komponente: vy = a7y Tyt
vzporednik rumene komponente: v3 = B3 taz 'y}

b1
( Qs ) \
= B2 )
%)
Y2
Bs
g

Slika 22: Diagram 3-spleta.



4 Spletna homotopija in spletna grupa

V prvem poglavju smo spoznali klasi¢no teorijo spletov, katere osrednja tematika je
dolociti splet do ambientne izotopije natancno. Kot smo videli, gre za veliko tezji
problem, kot bi si sprva mislili. Ze za vozle ne obstaja preprost nac¢in, da bi preverili,
¢e sta dva vozla ambientno izotopna. Za splete je problem seveda bistveno tezji,
saj je treba dolociti tako zavozlanost vsake komponente posebej, kot tudi dolociti
prepletenost med komponentami. Tu se pojavi ideja: bi bilo mogoce zaznati in
klasificirati prepletenost loceno od zavozlanosti? Vprasanje je prvi zastavil John
Milnor leta 1954 s ¢lankom »Link groups« [11]. Danes je Milnor brzkone bolj znan
po svojih dosezkih na drugih podrocjih matematike (teh je veliko), vendar ta ¢lanek
ostaja podlaga, na kateri se je razvila bogata in zanimiva teorija preucevanja spletne
homotopije. V tem poglavju bomo predstavili nekaj glavnih idej in rezultatov, ki se
pojavijo v tem clanku.

4.1 Spletna homotopija

Ko smo definirali ambientno izotopijo, smo omenili, da v resnici obstaja ve¢ smiselnih
ekvivalenc¢nih relacij, ki jih lahko definiramo na mnozici vseh spletov. Relacija, ki jo
bomo predstavili, poskusa zajeti idejo prepletanja, ne da bi upostevala zavozlanost
posameznih komponent. Tako se jo v literaturi pogosto predstavi kot »prepletanje
po modulu zavozlanja«.

Definicija 4.1 (Spletna homotopija). Dva n-spleta L in L’ v mnogoterosti M sta

spletno homotopna, ¢e za vsak i € {1,...,n} obstajajo homotopije H'(z,t) :
S'x T — M med L; in L}, tako da so mnozice H}(S'), ..., H'(S') paroma disjunktne
za vsak t € [0,1]. Urejeni n-terici (H',..., H") pravimo spletna homotopija.

Spletne homotopije nam definirajo ekvivalen¢no relacijo na spletih.

Preucevanje spletne homotopije bo osrednja tematika tega poglavja. Zac¢nimo s
tem, da je ambientna izotopija le poseben (in zelo zanimiv) primer spletne homoto-
pije.

Primer 4.2. Vsaka ambientna izotopija je tudi spletna homotopija. &

Iz primera direktno sledi naslednje dejstvo:

Trditev 4.3. Vsaka invarianta za spletno homotopijo je tudi invarianta za ambien-
tno wzotopijo.

Obratno seveda ne drzi, kot lahko vidimo v naslednjem primeru.

Primer 4.4. Za vozle je spletna homotopija kar obicajna homotopija. Potem je
mnozica (spletno) homotopskih razredov vozlov v mnogoterosti M natanko funda-
mentalna grupa m (M) (pri tem dobimo celo izomorfno grupno strukturo za operacijo
povezane vsote vozlov).

V posebnem primeru, vsi vozli v R? so spletno homotopni. &

Ugotovitev, da spletna homotopija ne lo¢i med vozli v evklidskem prostoru, se
ujema z idejo, ki smo jo s spletno homotopijo poskusili zajeti — da spletna homotopija
ne zazna zavozlanja. Ta lastnost pa vodi do nekaj problemov pri iskanju invariant
za spletno homotopijo, saj oc¢itno velja naslednji rezultat.
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Trditev 4.5. Ce invarianta za ambientno izotopijo loci med vozli v evklidskem pro-
storu, potem ni invarianta za spletno homotopijo.

Pri iskanju invariant za spletno homotopijo bomo torej morali definirati povsem
nove invariante, ali pa moc¢no modificirati invariante iz klasicne teorije vozlov. Za
zaCetek si poglejmo modifikacijo trditve 1.18, s katero lahko iz diagramov dveh
spletov dolo¢imo, ce sta spleta spletno homotopna. Modifikacijo dobimo tako, da
vpeljemo novo potezo na diagramih, ki poleg Reidemeistrovih potez zajame spletno
homotopijo.

Definicija 4.6 (Samopresecna poteza). Za diagram spleta definiramo samopre-

vvvvv

SC

Z’\Z .
VY

% Lz

Slika 23: Samopresecna poteza.

Trditev 4.7. Dva krotka spleta sta spletno homotopna natanko tedaj, ko sta njuna
diagrama povezana s koncnim zaporedjem Reidemeistrovih potez, samopresecnih po-
tez in ravninskih ambientnih izotopij.

Dokaz trditve 4.7. Vemo (trditev 1.18), da sta dva krotka spleta ambientno izotopna
natanko tedaj, ko sta njuna diagrama povezana s kon¢nim zaporedjem Reidemeistro-
vih potez in ravninskih ambientnih izotopij. Spletno homotopijo lahko popravimo
tako, da se obnasa kot ambientna izotopija povsod, razen ob kon¢no mnogih c¢asih
t, ko pride do samopreseka neke komponente. Te samopreseke lahko na diagramih
realiziramo s samopresecnimi potezami. S tem dokazemo naso trditev.

]

Spletno homotopijo spletov v evklidskem prostoru lahko torej predstavimo kot
zaporedje potez na diagramih spletov, kot smo to storili pri ambientni izotopiji, s
tem, da smo morali vzeti eno potezo ve¢. Poglejmo si primer, kako nam samopre-
seCna poteza lahko pomaga poenostaviti diagram spleta.

Primer 4.8. Na sliki 24 lahko vidimo zaporedje Reidemeistrovih in samoprese¢nih
potez na diagramu, ki definira spletno homotopijo.

o

Za konec razdelka kot zanimivost omenimo, da lahko spletno homotopijo, tako
kot obi¢ajno ambientno izotopijo, posplosimo na poljubno dimenzijo (pri tem gle-
damo vloZitve S¥ < S" za n = k + 2 in analogno definicijo spletne homotopije).
Nedavno nazaj ob casu pisanja, 6. marca 2025, so avtorji Maciej Borodzik, Mark
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Slika 24: Spletna homotopija s potezami na diagramu.

Powell in Peter Teichner na portal aryiv objavili ¢lanek z naslovom »Link con-
cordance implies link homotopy« [1], ki trdi, da so vse vlozitve disjunktne unije
k-dimenzionalnih sfer

| | SF— s**2

za poljuben k > 2 trivialne do spletne homotopije natancno. Potem je vlozitev
LISt < S3, torej primer, ki ga obravnavamo, edini zanimiv primer z vidika spletne
homotopije.
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4.2 Spletna homotopija in spletno stevilo

Oglejmo si Se eno invarianto, ki smo jo ze predstavili v prvem poglavju: spletno
stevilo. Naslednja trditev nam pove, da je spletno stevilo v resnici invarianta tudi
za spletno homotopijo.

Trditev 4.9. Spletno stevilo je invarianta za spletno homotopijo.

Dokaz trditve 4.9. Vemo, da je spletno stevilo invarianta za ambientno izotopijo.
Tako moramo preveriti le, da se spletno stevilo ne spremeni pri samopresecni potezi.

vvvvv

med loki iste komponente. O

V kontekstu spletne homotopije se bo spletno stevilo izkazalo za veliko moc-
nejso invarianto kot v kontekstu ambientne izotopije, kot bomo videli na koncu tega
poglavja. Za zacetek si poglejmo primer, ki smo ga Ze izracunali.

Primer 4.10. V primeru 1.27 smo za splet izracunali, da je njegovo spletno sSte-

vilo enako —2, v primeru 4.8 pa smo diagram tega spleta poenostavili do novega
diagrama, iz katerega lazje razberemo spletno stevilo. &

Oglejmo si se Whiteheadov splet, ki smo ga v primeru 1.29 navedli kot zgled

tega, da spletno stevilo v kontekstu ambientne izotopije ne zazna vse prepletenosti
med 2-spleti v evklidskem prostoru. V kontekstu spletne homotopije je primer bi-
stveno manj zanimiv, saj se splet izkaze za trivialnega, iz c¢esar lahko zakljucimo,
da je spletno Stevilo mocnejsa invarianta za spletno homotopijo kot za ambientno
izotopijo.
Primer 4.11. Ponovno si oglejmo Whiteheadov splet (slika 25). Ce izvedemo sa-
mopreseCno potezo na modri komponenti, lahko komponenti spleta lo¢imo. Torej
je Whiteheadov splet spletno homotopen trivialnemu 2-spletu. V primeru 1.29 smo
povedali, da je spletno stevilo Whiteheadovega spleta enako 0, kar se sklada z dej-
stvom, da je trivialen do spletne homotopije natancno.

-> -

Slika 25: Whiteheadov splet je homotopen trivialnemu 2-spletu.

&

Navedimo Se primer, kjer spletno stevilo ni dovolj moc¢na invarianta za spletno
homotopijo.

Primer 4.12. Spomnimo se boromejskih obrocev iz primera 1.28. Pokazali smo,
da je spletno stevilo poljubnih dveh komponent enako ni¢. Po drugi strani se zdi
malo verjetno, da lahko komponente tega spleta lo¢imo s spletno homotopijo. Zdi
se torej, da spletno sStevilo ni popolna invarianta za spletno homotopijo. &
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4.3 Spletna grupa

Pomanjkljivosti spletnega stevila, tako v tem, da ga lahko definiramo le za splete v
evklidskem prostoru, kot v tem, da tudi za splete v evklidskem prostoru ne zazna
vse prepletenosti, nas motivirajo za iskanje mocnejsih invariant. Struktura, ki jo
bomo definirali v tem razdelku, bo sluzila kot osnova za pridobivanje vseh drugih
invariant za spletno homotopijo.

Definicija 4.13 (Spletna grupa). Naj bo L n-splet v mnogoterosti M. Za vsak
i €{1,...,n} oznacimo z L’ tisti (n—1)-splet, ki ga dobimo, ¢e spletu L odstranimo
1-to komponento L;.

Za vsak L' imamo vlozitveni homomorfizem

i G(M — L) — G(M — L"),

saj je (M — L) C (M — L"). Oznacimo z A; = ker(ip;) jedro tega homomorfizma in z
[A;] SG(M — L) njegovo komutatorsko podgrupo. Potem lahko definiramo spletno
grupo spleta L:

G(M — L)

VT R Ry

Intuitivno si lahko predstavljamo, da je spletna grupa spleta ravno fundamen-
talna grupa, ki smo ji dodali relacije, ki jih inducirajo samopreseki posameznih
komponent. Ta intuitivna razlaga seveda najbolje deluje za splete v evklidskem
prostoru, kjer si spletno homotopijo lahko oriSemo s samopresecnimi potezami.

Primer 4.14. Naj bo L n-splet v R? in naj bodo oy, ..., a,, generatorji v Wirtin-
gerjevi prezentaciji grupe G = G(R3 — L), ki smo jih pripisali lokom komponente L,
na izbranem diagramu, (i,...,[; pa vsi drugi generatorji.

Ce imamo na diagramu spleta L krizisce, v katerem L; seka sama sebe, bo Wir-
tingerjeva prezentacija v fundamentalni grupi dala relacijo r : aiakaj’la,;l, kjer

vvvvv

vvvvv

nastalega spleta imela relacijo v’ : aja; () 'y, kjer smo iz loka «y dobili loka
oy in o, loka a; in o pa sta se zdruzila v enega. Definirajmo grupo H, ki ima za
generatorje ajq, ..., Qy, ay, B1,..., 0 in vse relacije grupe G, z dodanimi relacijami
', ;o in aj'ay. V H lahko relacijo 1’ s pomoéjo relacije oy = af, izrazimo kot
[a;, o). Opazimo Se, da relacijo o; = a; v H lahko dobimo kot posledico relacij r
in r':

T Oz,-akaj_la,;l =1 == o; = a;laiak,
r': ozl-_lozlgloziozk =1 == q; = ozkoziozlgl,
— ij = ;.

Razmislimo sedaj, da lahko diagram spleta s kon¢nim stevilom drugih Reidemei-
strovih potez popravimo tako, da se katerakoli dva loka L, sekata: to storimo tako,
da vzamemo enega od teh dveh lokov in ga preko diagrama nesemo ¢ez drugega. Ce
zelimo zajeti invarianco samopresecne poteze na L, moramo torej grupi H dodati
relacije [a,, a,] za vsaka 2,y € {1,...,m}. Opazimo, da je (ay,...,q,,) = 4;. Ce
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zelimo zajeti invarianco samopresecnih potez na vseh komponentah, moramo torej
definirati

G
[A1] ... [An]
Opazimo, da smo dobili ravno spletno grupo. Seveda to Se ni dokaz, da je spletna

grupa invarianta za spletno homotopijo, niti za splete v evklidskem prostoru, kaj
sele v splosnem. Gre le za oris glavne ideje definicije spletne grupe. &

H =

Poglejmo si dva primera spletnih grup spletov v evklidskem prostoru, ki jih lahko
izracunamo po definiciji.

Primer 4.15. Naj bo K nevozel v R3. V primeru 1.34 smo pokazali, da je nje-
gova fundamentalna grupa ravno prosta grupa z enim generatorjem «. Oglejmo si
vlozitveni homomorfizem

0:GR* - K)— GR* - K') =m(R*) = 1.

Njegovo jedro A; je cela grupa G(R?® — K), in je torej generirano z a. Ker je
G(R? — K) komutativna, je [A;] = [G(R® — K)] = 1. Potem je

G(R? - K)

Q(RS - K):= A

= G(R® - K) = (a).

¢

Primer 4.16. Oglejmo si Hopfov splet v R3. V primeru 1.36 smo pokazali, da ima
fundamentalna grupa Hopfovega spleta predstavitev («, 5 | [a, 8]). Ni tezko videti,
da je Ay = () in Ay = (8). Ker je fundamentalna grupa komutativna, sta tudi A,
in Ay komutativni, in je [A;] = [A3] = 1. Potem je spletna grupa Hopfovega spleta
ravno tako prosta Abelova grupa z dvema generatorjema, torej grupa s predstavitvijo
(o, B | [ev, B]).

&

Pokazimo naslednji izrek, ki nam upravic¢i ime in uporabo spletne grupe.
Izrek 4.17 (Milnor [11]). Spletna grupa je invarianta za spletno homotopijo.
Za dokaz izreka bomo potrebovali preprosto lemo.

Lema 4.18. Naj bosta X in Y topoloska prostora in fo, f1 + X — Y homotopni
preslikavi, ki sta homeomorfizma na svoji sliki. Potem imamo za poljuben r € N
izomorfizem

H'(Y, fo(X); 2) = H' (Y, f1(X): 2).

Dokaz leme 4.18. Naj bosta M, in M; preslikavna stozca preslikav fy in f;. Potem
nam homotopija med fy in f; inducira homotopsko ekvivalenco med M, in M;.
Vemo, da se My in M; krepko deformacijsko retraktirata na Y, ter da se pri tem
X x I retraktira na fo(X) oziroma f;(X). Ker sta fy in f; homeomorfizma na svojo
sliko, sta vlozitvi (Mg, X x {1}) — (Mo, X x I) in (M7, X x {1}) — (M1, X x I)
homotopski ekvivalenci. Potem imamo zaporedje izomorfizmov:
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H(Y, fo(X);Z) = H' (M, X x [,Z) = H'(My, X x {1};Z) =
~ [7(My, X x {1};2) = H'(My, X x [;Z) = H'(Y, f1(X); Z)

]

Dokaz izreka 4.17. Naj bo L splet v mnogoterosti M in xyp € M — L. Dokaz izreka
razdelimo na tri podprimere:

(o) Splet L ima eno komponento:

Naj bo U univerzalni krov mnogoterosti M in naj bo V praslika spleta L v U.
Potem je U — V krovni prostor prostora M — L. Grupa vseh krovnih transformacij
U je izomorfna fundamentalni grupi m (M) mnogoterosti M, saj je U univerzalni
krov. Naj bo Y = {yx | k € Z} vlakno tocke . Definiramo grupo

Hi(U—-V)Y) xm(M)
(A @)X, 8) = (A +8(N), ¢ 0 9),

kjer m (M) deluje na H, (U —V,Y’) z induciranimi izomorfizmi krovnih transformacij
dvigov zank z zacetnim dvigom yy. Vlozitev

f:M—-—L—>M
nam inducira homomorfizem
fo:GIM —L)=m(M—L) — m(M).
Definiramo lahko homomorfizem

p:G(M —L) = Hi(U —V,Y) x m (M),
g = (A, Or)

kjer je A veriga v H{(U — V,Y), predstavljena z dvigom o, v U — V', ki se zacne
v yo in konca v yi, ¢ pa je krovna transformacija, dolocena s fu(ay), ki slika yo
v Y. Jedro A; homomorfizma fy je sestavljeno iz zank v M — L, ki so trivialne v
M. Homomorfizem p te zanke preslika v dvojice verig, ki se zacnejo in koncajo v yq
in trivialnih krovnih transformacij. Opazimo, da je m(U — V') = Ay, saj je m(U)
trivialna. Potem dobimo verigo izomorfizov

A A
ker(p[, ) [Ad]

Ker je [A1] < ker(pla,), je potem ker(p|a,) = [A1]. Zanke v G(M — L) — A, gotovo
ne morejo biti v jedru preslikave p, saj po definiciji A; njim pripadajoc¢e krovne
transformacije niso trivialne. Sledi

ker(p) = [A4].
Potem nam p definira izomorfizem

G(ﬁ_]L) —im(p) < Hi(U = V,Y) x m (M).

=p(A) = Hi(U =V {y}) x1=H(U-V)=

o~
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Po Poincaré-Alexander-Lefschetzovi dualnosti [6] imamo izomorfizem
H(U-V)Y)=H((UUoco) — (VUc),Y)= H*(UUoo — Y,V Uoo),

kjer je U Uoo kompaktifikacija U z eno tocko, lema 4.18 pa nam pove, da je ta grupa
invariantna za homotopije V' U oco. Opazimo, da vsaka homotopija spleta L inducira
homotopijo na V' U oo, saj je V praslika spleta L. Opazimo Se, da sta grupa 71 (M)
in homomorfizem p invariantna za spletno homotopijo. Torej je im(p) homotopsko
invariantna in posledi¢no je
G(M — L)
[Ai]

invarianta za homotopije na spletu L.
(ee) Splet L ima ve¢ komponent, vendar homotopija spremeni le eno:
Naj homotopija spremeni le komponento L;. Namesto M lahko vzamemo M — L!
in z enakim sklepanjem, kot v primeru spletov z eno komponento dobimo, da je

G(M - L") - L)
[Ai]

invarianta za homotopije na komponenti L;.
Vlozitev M — L — M — L7 nam inducira naravno izbiro homomorfizma
G(M — L) G(M — Lj)
[Ai(L)] [Ai(L7)]

komutatorska podgrupa jedra pa

A,

[Ad
[A

A [A;][A]
i [Ad]

To jedro je invariantno na homotopije komponente L;. Opazimo:

AJA] A A
U= =@

J#i

Ker so vsa jedra invariantna na homotopijo komponente L;, velja enako tudi za
njihov produkt. Potem je

G(M - L)

G =) = 4] T4

invariantna za homotopije komponente L;.

(e @ @) Poljubna homotopija poljubnega spleta L:

Poljubno spletno homotopijo med spletoma L in L’ lahko popravimo do take, ki
ob vsakem c¢asu premika kvec¢jemu eno komponento spleta. Naj bo poljubna spletna
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homotopija sestavljena iz homotopij H!, ..., H® posameznih komponent spleta. Ker
so za vsak t € [0,1] mnoZzice H*(S*,t),..., H*(S',t) paroma disjunktne, obstaja za
vsak t € [0, 1] povezana odprta okolica U; C [0, 1], tako da je

Vs,s' € U,Vor £y €{0,...,n}: H (S, s)n HY(S',s') = 0.

Potem je mnozica {U; | t € [0,1]} odprto pokritje mnozice [0, 1], ki je kompaktna,
torej obstaja kon¢no podpokritje {Uy,, ..., Uy }, kjer je ty, < t; za k < .

Naj bo s =0, s, € U, NU;, ., zat € 1,...,m—11in s, = 1. Za vsak i €
{0,...,n} razdelimo homotopijo H'(x,t) na dele Hi,..., H!  kjer je za vsak j €

{1,....,m}
HJZ(ZE, t) = HZ|S1X[5]._17SJ.]([E, t).

Ce Hj komponiramo s preslikavo

[0, 1] = [s5-1, 5]
= sjr+ (1 —2)sj-q

dobimo homotopijo, ki jo bomo oznacili s ﬁ]’ Prav tako za ¢ € {1,...,n} in
j€{1,...,m} definiramo konstantno homotopijo

Ci:S'x[0,1] - M
(2,1) > Hj(2,0)
Sedaj lahko za vsaka i € {1,...,n} in j € {1,...,m} definiramo spletno homo-

topijo, ki spremeni le eno od komponent spleta. To je spletna homotopija H (7, j),
ki je sestavljena iz homotopij

1 i—1 fri i+1 n
Cj+17"'7 ]+17HJ,CJ 7...,Cj.

Ce zdruzimo vse spletne homotopije 7-[; v naslednjem vrstnem redu:
1 /2 n 1 442 n 1 g2 n
H17H17"'7 15 H27H27"'a 25 Hmvaw"vaa

dobimo spletno homotopijo med L in L', ki premika kve¢jemu eno komponento spleta
naenkrat. Opazimo, da vsaka od ’H; zadosca predpostavkam prejsSnje tocke dokaza
in torej inducira izomorfizem na spletni grupi. Ce zdruzimo vse te izomorfizme,
dobimo izomorfizem, ki ga inducira poljubna homotopija.

O]

Sedaj, ko smo pokazali invarianco za spletno homotopijo, je smiselno bolje pre-
uciti strukturne lastnosti spletne grupe. To bo osrednja tematika naslednjega dela
tega poglavja.

4.4 Spletna grupa, poldnevniki in vzporedniki

Struktura spletne grupe je tesno povezana z vzporedniki in poldnevniki spleta. Po-
kazimo najprej, da lahko spletno grupo izrazimo s pomocjo poldnevnikov.
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Trditev 4.19 ([11]). Za n-splet L v mnogoterosti M in poldnevnik i-te komponente
a; v grupi G(M — L) je podgrupa edinka (cy;) < G(M — L), generirana z o;, enaka
A;. Posledicno je

G(M — L)
[(a1)] .. [(a)]

Poleg tega je za i-ti poldnevnik o v grupi G(M — L) podgrupa edinka (o)) <
G(M — L), generirana z o, enaka jedru

G(M—-1L)=

A; = ker <Q(M — L) = G(M - Li)).

Dokaz trditve 4.19. Naj bo L n-splet v mnogoterosti M. Grupo G(M — L) lahko po
izreku Seiferta in van Kampena izrazimo kot amalgamiran produkt grup 7T1(Ni —L;)
in m (M — N;), kjer je N; odprta cevasta okolica poljubne komponente L;. Ce bi
odstranili i-to komponento, bi prezentaciji grupe 71 (N; — L;) dodali relacijo o; = 1.
Potem je jedro homomorfizma

G(M — L) — G(M — L)

generirano z «;. Dokaz drugega dela trditve je enak, le da vzamemo spletno grupo.

[]

Se ena pomembna lastnost spletne grupe je, da izomorfizmi spletnih grup, ki jih
inducira spletna homotopija, ohranjajo pare poldnevnikov in vzporednikov, kot nam
pove naslednji izrek.

Izrek 4.20 ([11]). Naj bosta L in L' spletno homotopna spleta v mnogoterosti M in
0:G(M—-L)—GM-1L"

izomorfizem, dolocen z invarianco spletne grupe (izrek 4.17). Naj bosta (o, 5;) in
(o, B) para poldnevnika in vzporednika i-te komponente spleta L oziroma L' v grupi
G(M — L) oziroma G(M — L'"). Potem je

p((ai, 4) = (v ey, v Biled)™)
za nek k € Z inye G(M—L").

Dokaz izreka 4.20. Naj bosta (o, 3;) in (o}, Bi) para poldnevnika in vzporednika
i-te komponente spleta L oziroma L’ v grupi G(M — L) oziroma G(M — L'). Trditev
izreka preverimo na vsakem koraku dokaza izreka 4.17.

Omejimo se najprej na primer, kjer sta L in L’ spleta z eno komponento. Naj bo
H=HU-V,Y)xm(M)inH = H (U-V",Y")xm (M). Oglejmo si komutativen

diagram:

G(M—-L = G(M-L'
GM - L) = ([Au : v ([Ai] b= G(M - L)
P o'
HEH



Izomorfizem

0:G(M—-L)—G(M-1L"

je definiran kot kompozitum ¢ = (p/ )~ 'op. Poldnevnik o je po definiciji homotopsko
trivialna zanka v 71 (M), torej je p(aq) = (A, id), kjer je A zanka v U — V', ki obkrozi
V s spletnim Stevilom +1. Potem je p(ay) = (p/)'(p(a1)) zanka v M — L', ki
je trivialna v M in obkrozi L’ s spletnim Stevilom +1. Po definiciji je torej p(aq)
poldnevnik, po trditvi 3.3 pa je p(a;) = (o))” za nek v € G(M — L').

S podobnim razmislekom dobimo, da je (/1) vzporednik spleta L'. Ker sta
bila ay in f; definirana z isto potjo (enako za o) in (), je potem po trditvi 3.5
0(B1) =718, (c)*y za nek k € Z in isti v € G(M — L') kot pre;.

Ce imamo dva n-spleta L in L’ in spletno homotopijo med njima, ki spremeni le
eno komponento L;, potem lahko problem prevedemo na homotopijo med vozloma v
mnogoterosti M — L' in ga obravnavamo kot zgoraj. Vsi ostali pari poldnevnikov in
vzporednikov ostanejo nespremenjeni. Enako kot v dokazu izreka 4.17 lahko potem
poljubno spletno homotopijo popravimo do spletne homotopije, ki premika kvecjemu
eno komponento naenkrat. S tem je dokaz izreka koncan. [

Razumevanje poldnevnikov in vzporednikov je torej kljucen del razumevanja
spletne grupe. Rezultat bo prisel prav kasneje, ko bomo iz vzporednikov v spletni
grupi izluséili stevilske invariante.

4.5 Spletna grupa in konjugiranostni razredi

Predstavimo Se en pomemben rezultat, ki kaze na to, kako moc¢ne invariante so
spletne grupe v resnici.

Izrek 4.21 ([11]). Naj bo L n-splet v mnogoterosti M in naj bosta K in K' vozla
v M — L. Predpostavimo lahko, da K N K' # 0, saj lahko v nasprotnem primeru
z ambientno izotopijo premaknemo nek del vozla K' do vozla K. Potem za izbrano
bazno tocko xy € K N K' vozla K in K' predstavljata neka elementa v G(M — L)
in posledicno v G(M — L). Ce sta elementa, ki ju predstavijata K in K', v istem
konjugiranostnem razredu grupe G(M — L), sta (n + 1)-spleta L U K in L U K’
homotopna.

Dokaz izreka 4.21. Naj bo L n-splet v mnogoterosti M in naj bosta K in K’ vozla
v M — L. Predpostavimo najprej, da K in K’ predstavljata isti element K grupe
G(M—-1L) = [%?{[_1317 torej, da lahko piSemo K = K'§ za nek 6 € [Ay]...[A4,].
Ker je 6 element notranjega direktnega produkta, lahko piSemo 6 = 97 ...9,,, kjer
za vsak j € {1,...,m} obstaja i € {1,...,n}, da je 0; € [A;]. Trditev dokazemo z
indukcijo na m, dolzino tega produkta.

Cejem=1,jed =6, €[A]zanekic {1,...,n}. Z a; oznacimo poldnevnik i-
te komponente spleta L. Po trditvi 4.19 je (o;) = A;. Torej lahko poljuben element
[A;] zapisemo kot produkt komutatorjev o; in a;' ter konjugiranj o; in a;'. Iz
trditve 3.3 vemo, da so ta konjugiranja ravno poldnevniki i-te komponente spleta
L, ki smo jih definirali z neko drugo potjo do L;. Na sliki 26 vidimo, da lahko vse
take komutatorje trivializiramo s homotopijo L;. S tem dobimo spletno homotopijo
med LUK in LUKd; = LU K'.
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Vzemimo m > 1 in recimo, da trditev velja za produkte dolzine m — 1. Potem je
d =01...0m—10m, kjer imamo za vsak j € {1,...,m} vsebovanost ¢; € [4;] za nek
i € {1,...,n}. Poindukecijski predpostavki je K homotopen K ...d,,_1, z enakim
razmislekom kot za m = 1 pa dobimo, da je K9; ... d,,_1 homotopen K01 ...0d,,_10,,.
Sledi, da je splet L U K homotopen spletu L U K6, ...0,, = LU K'.

Naj bosta sedaj K in K’ v istem konjugiranostnem razredu, torej K’ = K° €
G(M —L) zanek 6 € G(M —L). Opazimo, da sta spleta LUK in LUK’ homotopna,
saj lahko bazno tocko premaknemo vzdolz zanke . S tem je izrek dokazan.

]

Izrek 4.21 nam pove, da lahko spletno homotopijo med dvema spletoma realizi-
ramo kot spletno homotopijo med podspletoma, ki prenese izpusc¢ene komponente
prvega spleta v konjugiranostne razrede izpuscenih komponent drugega spleta. La-
stnost bo klju¢nega pomena pri klasifikaciji spletno homotopskih tipov spletov.

o0 [ai(pa); a(py)] °

Slika 26: Spletna homotopija trivializira komutatorje poldnevnikov i-te komponente,
dolocenih z razlicnimi potmi p, in p,.
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4.6 Klasifikacija 2-spletov do spletne homotopije natanc¢no

Poglavje zaklju¢imo z zanimivim rezultatom, da je v evklidskem prostoru ze sple-
tno stevilo dovolj mocna invarianta za klasifikacijo 2-spletov do spletne homotopije
natancno.

Izrek 4.22. Spletno stevilo doloca 2-splete v evklidskem prostoru do spletne homo-
topije natancno.

Dokaz izreka 4.22. Naj bo L = (Ly, Ly) 2-splet v R®. Spomnimo se, da je m;(R?) =
1. Potem je po izreku 4.21 homotopski razred L natanko dolocen s konjugiranostnim
razredom Lo v

G(M — Ly) G(M — Ly)

EA S 7 R T B

Ker gre za Abelovo grupo, so vsi konjugiranostni razredi trivialni. Homotopski tip
spleta je torej dolo¢en s homoloskim razredom Lo v Hy(M — Ly). Iz definicije 1.23
opazimo, da je to ravno spletno Stevilo. Torej je L doloc¢en do homotopije natanéno
s spletnim stevilom. O

Vidimo, da lahko v kontekstu spletne homotopije dosezemo veliko moc¢nejse re-
zultate kot v kontekstu ambientne izotopije. Tam je popolna klasifikacija 2-spletov
prakticno nemogoca, kaj Sele klasifikacija, ki sloni na tako preprosti in lahko izra-
cunljivi invarianti, kot je spletno stevilo.

Primer 4.23. Po izreku 4.22 lahko spletno homotopski tip poljubnega 2-spleta v R3
predstavimo z diagramom na sliki 27 za neko stevilo ovojev in nek izbor orientacij.

Slika 27: Spletno homotopski tip poljubnega 2-spleta.

5 Chen-Milnorjeva predstavitev

V tem poglavju bomo pozornost preusmerili na druzino grup, ki jih dobimo kot
kvociente fundamentalne grupe spleta po elementih spodnjega centralnega zaporedja
neke podgrupe fundamentalne grupe. Podobno kot spletna grupa se bodo te grupe
izkazale za spletne invariante, tokrat za ambientno izotopijo. Kot bomo videli na
koncu poglavja, ta podobnost ni le navidezna, saj so omenjene grupe tesno povezane.
To druzino grup je v kontekstu teorije spletov prvi preuceval Kuo-Tsai Chen v ¢lanku
»Isotopy invariants of links« [3] iz leta 1952. Chen je bil sodelavec (in soavtor vec
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¢lankov) z Ralphom Foxom, tako da je bilo njegovo delo gotovo znano Foxu in
Milnorju. Ze v ¢lanku »Link groups« [11] je Milnor slutil povezavo med Chenovim
delom in spletno homotopijo. Tako je leta 1957 izdal ¢lanek »Isotopy of links« [10],
v katerem je posplosil Chenovo delo, konstruiral izrecne predstavitve grup, nato pa
iz njih izluscil druzino Stevilskih invariant, tako za ambientno izotopijo kot tudi za
spletno homotopijo, ki jih bomo predstavili v naslednjem poglaviju.

5.1 Milnorjev izrek

Za zacetek definirajmo oznako, ki nam bo olajsala nadaljnje delo.

Definicija 5.1 (Jedro vlozitvenega homomorfizma). Naj bo (B, A) par topoloskega
prostora B in njegovega podprostora A. Potem imamo naravno izbiro vlozitvenega
homomorfizma

o :m(A) = m(B).
Vpeljemo oznako K (A, B) := ker(p), jedro vlozZitvenega homomorfizma.

V kontekstu teorije spletov nas bodo zanimala predvsem jedra homomorfizmov,
inducirana z vlozitvami M — L — M, kjer je L splet v mnogoterosti M. Ta jedra
se izrazijo posebej lepo, ¢e za ambientni prostor vzamemo evklidski prostor.

Primer 5.2. Ker je m(R?) =1, je K(R® — L,R?) = G(R® — L). o

Z definiranimi jedri lahko izrazimo pomembno druzino grup
G(M — L
{ -1 | N},

K,(M — L, M)
kjer indeks g oznacuje ¢-ti ¢len spodnjega centralnega zaporedja grupe K (M — L, M)
iz definicije 2.8. Za te grupe velja naslednji pomemben izrek.
Izrek 5.3 (Milnor [10]). Naj bo L splet v mnogoterosti M. Za vsak q € N obstaja

okolica N spleta L, tako da za vsak splet L', ki lezi v N in je spletno homotopen L,
velja:

GM-1) . GM-L)

KM —L,M) Ky (M-L M)

Dokaz izreka je zelo dolg in tehnicen, njegovo razumevanje pa ne nudi bistve-
nega vpogleda v strukturo druzine grup, ki jo obravnavamo. V namen preglednosti
besedila je zaradi tega dokaz na tem mestu izpuscen. Dokaz je v celoti predstavljen
v dodatku [D].

S pomocjo izreka 5.3 lahko z zelo malo truda pokazemo, da je definirana dru-
zina kvocientnih grup druzina invariant za ambientno izotopijo spletov. Pri tem
omenimo, da je Milnor pokazal invarianco za izotopijo, ki je splosnejsa relacija kot
ambientna izotopija, vendar se bomo mi osredotocili le na ambientno izotopijo (ce-
prav bomo v resnici dokazali splosnejso trditev).

Izrek 5.4 ([10]). Za splet L v mnogoterosti M in poljuben q € N je

G(M — L)
K,(M =L, M)

invarianta za ambientno izotopijo.
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Dokaz izreka 5.4. Naj bo g € N ter naj bo F': M x [0,1] — M ambientna izotopija
med spletoma L in L/ v mnogoterosti M. Potem je L, = F;(L) splet za vsak ¢t € [0, 1]
in Lo =L, L1 = L'. Naj bo N; C M okolica za L; iz izreka 5.3 in naj bo

U ={sel0,1]|Ls C N;} C [0,1].

Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da so mnozice U; povezane, saj lahko
v nasprotnem primeru za vsak ¢t € [0, 1] namesto U; vzamemo tisto komponento za

povezanost od U, v kateri se nahaja ¢. Potem je {Ut |t € [0,1]} odprto pokritje
[0, 1]. Ker je [0, 1] kompakt, obstaja kon¢no podpokritje

o o
Uyoo s Uy,

kjer je t; < ti1 zai=1,....,k—1. Naj bodo s1,...,s,1 € [0,1] taki, da je L, C
U;NU;y1. Ker je ambientna izotopija tudi spletna homotopija, dobimo izomorfizme

GM—Lo) . GWM-L,)

K,(M — Lo, M) ~ K, (M — L,,, M)
GM~—Ly,) . GM-L)
KM =Ly, M) K M—Ly,M)’

Sk—1"

kar smo zeleli pokazati.

]

Za posebej zanimive se bodo izkazali spleti v evklidskem prostoru. Kot smo
razmislili Ze prej, je v tem primeru K (R?® — L, R?) ravno G(R?® — L), tako da za vsak
q € N dobimo kvocient

G(R3 - L)
Gq (Rg - L>‘

Za q = 2 je to seveda ravno abelizacija grupe G(R3 — L), torej grupa H;(R3 — L).
Poglejmo si Se en preprost primer, ki ga lahko izracunamo iz definicije.

Primer 5.5. V primeru 1.36 smo pokazali, da je fundamentalna grupa Hopfovega
spleta v evklidskem prostoru ravno G' = {(a, 3| [, 8]) = Z2. Ker je grupa Abelova,
je za vsak ¢ > 1 grupa G, trivialna. Potem je

za vsak ¢ > 1. &

5.2 Milnorjev izrek, poldnevniki in vzporedniki

Za definirano druzino kvocientnih grup in ambientno izotopijo velja podoben rezultat
kot za spletno grupo in spletno homotopijo: to je, da izomorfizmi, ki jih inducirajo
ambientne izotopije, ohranjajo pare poldnevnikov in vzporednikov. Trditev najprej
preverimo za izomorfizme iz izreka 5.3, nato pa jo razsirimo do izomorfizmov iz
izreka 5.4.
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Trditev 5.6 ([10]). Naj bo L splet v mnogoterosti M, ¢ € N in N C M okolica
spleta L, ki jo dobimo z izrekom 5.3. Naj bo L' splet v N, ki je homotopen spletu L,
in naj bo
- GM-1L) GM—-L")
PR (M — L M) Ky(M — L', M)

/
dnika i-te komponente spleta L oziroma L' v grupi
Potem je

Bi) para poldnevnika in vzpore-
G(M-L) G(M—-L")

izomorfizem iz izreka 5.3. Naj bosta (o, ;) in («
oziroma

p((ai, B) = (v gy v Bi(ah) )
zanekkeZinve%.

Dokaz trditve 5.6. Poldnevniki in vzporedniki spleta L v okolici N, — N (definirali
smo jih tudi v dokazu izreka 5.3), so poldnevniki in vzporedniki vsakega spleta L’ v
N, ki je homotopen spletu L. Torej je o((ay, i) = (p(a;), ©(5;)) par poldnevnika
in vzporednika i-te komponente spleta L’. Po trditvah 3.3 in 3.5 je potem

o((ai, B;)) = (v ey, vy Bi(a) ")

zanekkEZinvE%. O]

Izrek 5.7 ([10]). Naj bosta L in L' ambientno izotopna spleta v mnogoterosti M,
naj bo ¢ € N in naj bo
- GWM-1L) G(M - L)
P K (M —L,M)  K,(M-—L,M)

izomorfizem, ki ga dobimo z izrekom 5.4. Naj bosta (o, ;) in (a4, Bi) para poldnev-

nika in vzporednika i-te komponente spleta L oziroma L' v grupi Kz(Mi*LLJ)W) oziroma
G(M—L") .
RZZET:77TEZS' })Ot67n»j€

o((ai, 3;)) = (v ey, v Bia)) ")

zanekkEZin'ye%.

Dokaz izreka 5.7. Na enak nacin kot pri dokazu izreka 5.4 lahko dobimo zaporedje
izomorfizmov

G(M - L) G(M — Ly,)
K M =L, M)~ KM — L,,, M)
’51 G(M _ Lsk—l)
- K,M-1L

[P
1%

G(M — L)
M)~ KM —L M)

AS)
1

Sk—1)
kjer je

sO:gOko---oSOl'
Opazimo, da za vsak izomorfizem ¢; velja trditev 5.6. Dokaz izreka koncamo s
preprosto indukcijo na stevilo teh izomorfizmov k:

Ce je k = 1, imamo ravno primer iz trditve 5.6. Potem dokaz sledi enako kot
tam.
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Naj bo k € N in naj izrek velja za kompozitume izomorfizmov dolzine manj od
k. Definiramo

(@, BF) = (pr_1 00 pi(aw),pr_1 0 0 p1(Bi)).

To je par poldnevnika in vzporednika i-te komponente spleta L Po trditvi 5.6

je potem

Sk—1"

er((f, B1)) = (v aly, v Bia)) k)

zanek k € Z in vy € KG(M_LI)

m . Potem je

(s, Bi)) = pr o opi((ai, Bi) = pr(pr-—1-- o pr((ai, Bi))) =
= ou((af, B7)) = (v aly, v Bilah) ).
]

Ponovno se poldnevnik in vzporednik izkazeta kljuéna za razumevanje obravna-
vanih grup. Kot pri spletni grupi nam bo izrek kasneje prisel prav pri definiranju
stevilskih invariant.

5.3 Chen-Milnorjeva predstavitev

Ce bomo zeleli o grupah povedati kaj ve¢, se bomo morali omejiti na posebej pre-
prosto druzino spletov, iz katere smo do sedaj navedli tudi vec¢ino primerov: spleti v
evklidskem prostoru. Ze Chen [3] je pokazal, da imajo obravnavane grupe n-spletov
v evklidskem prostoru predstavitve z le n generatorji. Milnor [10] pa je podal izrecno
predstavitev teh grup, ki jo bomo sedaj izpeljali.

Izrek 5.8 (Chen-Milnorjeva predstavitev [10]). Za n-splet L v evklidskem prostoru
R3 in poljuben q¢ € N imamo predstavitev

GR*—1L)
7GQ(R3—L) = Q1,...,0y

[051761]7 ety [anaﬁn]7Fq>7

kjer sta za vsak i € {1,...,n} generator a; poldnevnik i-te komponente spleta L
in B; beseda v ay,...,an, ki predstavlja vzporednik i-te komponente spleta L. Poleg
tega je F' = (o, ..., ap) prosta grupa na n generatorjih o, ..., o, Fy pa q-ti clen
njenega spodnjega centralnega zaporedja.

Opomba: Kot bomo videli v dokazu, predstavitev temelji na Wirtingerjevi pre-
zentaciji in torej na izbranem diagramu spleta. Za drugacne diagrame lahko dobimo
drugacne predstavitve.

Dokaz izreka 5.8. Naj bo ¢ € N, L n-splet v R?, in naj bo m; Stevilo lokov (ki

vvvvv

Potem imamo za grupo G(R?® — L) Wirtingerjevo prezentacijo (1.33)

r z'j>7
kjer za ¢ € Z,, in j € Z,,, generatorji a;; ustrezajo zankam okoli lokov in relacije

1 =1 1 avavy
Tij = @ij41)

G =GR~ L) = (ay
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vvvvv

Tij- Ce oznadimo Yij = Tip - - - T, dobimo ekvivalentne relacije rgj = a;(; H)yi;laioyij.
Relacije so res ekvivalentne, saj je rj9 = 7, in r;; = rgj(x;jl(rg(jfl))_lxij).
Naj bosta
A=(a;j|i1 €2Zpn,j € Ly,) in F=/apl|i€Zy,)
prosta grupa in njena prosta podgrupa. Za k € N rekurzivno definiramo homomor-
fizme

m:A— F

m(ai;) = aio Vi € Ly, j € L,

Ne(aio) = aio Vi € Zy,

(i) = kal(yf(}fl)aioyz'(j—l)) Vk#1,10€ Ly, j € Lp, \{0}.

Naj bo R' = (rj; | i € Zy,j € Zy,) < A podgrupa edinka, generirana z relacijami

/

T, tako da je
A
— =G
Rl
Potem imamo predstavitev
A G
R'A, G,

Za nadaljevanje dokaza bomo potrebovali naslednjo lemo:

Lema 5.9. Ce je za poljubno grupo G in x1, x5 € G
r1 =129 (mod Gy_1),

potem je
o yry = vy tyze (mod Gy)

za vsak y € G.
Opomba: za grupi H < G in g1,92 € G je

g1=¢92 (mod H),

e je grg5 € H, oziroma ce se g1 in gy razlikujeta za nek faktor iz H.

Dokaz leme 5.9. 1z
r1 =29 (mod Gy_1)

sledi
riry,' =1 (mod Gy_q)

in potem je
[y, 2125 = vy twew lymy ' =1 (mod [G, Gr_1] = Gy).
Ce preuredimo enac¢bo, dobimo

v yr = oy lyry  (mod Gy).

46



Z indukcijo na k pokazemo, da za vsak k € N in vsaka i € Z,,, j € Z,,, velja
nk(aij) = a;;  (mod R'Ay).
Trditev je ocitna za k =1 ali j = 0. Naj bo 2 < k € N in naj velja
Nk—1(ai;) = a;;  (mod R'Ay_q)
za vsaka i € L, j € Lm,. Ker je y;j_1) € A=y |i € Zyn,j € Lp,), je potem
-1 (Yij—1)) = Vigi—1y (mod R'Ap_y).

Potem je po lemi 5.9

77k—1(yi(jfl))_laionk:—l(yi(jfl)) = yi_(}_l)az‘oyi(jq) (mod R/Ak)-

Ker je nx_1(a) = a;, dobimo

ni(ai;) = nk—l(yi_(;_l)aioyi(j—l)) = 77k:—1(yi_(;_l))aionk—l(yi(j—l)) =

= yi(}_l)&ioyi(jq) (mod R'Ay)
= Q4 (mod R/Ak>,

kjer smo zadnjo kongruenco dobili z relacijo rlf(j_l) = ai_jlyi_(;_l)aioyi(j,l).
Z indukcijo na k pokazemo tudi, da za vsak k£ € N in vsaka i € Z,,,j € Z,,, velja

Mk (aij) = Negaag)  (mod Fy).
Spet je trditev jasna za k=1 ali 7 = 0. Naj bo 2 < k € N in naj velja
mk-1(aij) = me(ai;)  (mod Fy_y)
za vsaka i € Ly, j € Lp,. Ker je yij—1) € A= (aij | i € Zpn,J € Ly,), je
Me—1(Yig-1)) = Me(Yii-1))  (mod Fy_1).
Z uporabo leme 5.9 in enakosti nx(a0) = nr—1(ai) = a;p dobimo

(i) = M1 (Y35 - @io¥iGi-1)) = Me-1 (Y1) @iote—1 (Yigj-1)) =

= nk(?J;(;—l))aiOT]k(yi(j—l)) (mod Fy)

= Nkt (aij).
Oglejmo si diagram (na katerem sta m4 in mg kanoni¢na epimorfizma):

(aij)

TA
(ra)=R' G

— A
ker(mg)=
TG
nkl/li lker(wc)Aq

(aio) F & = (a1}, Ag)

(aij [ ;)
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Ker je
nk(aij) = aij  (mod R'Ay),
lahko dobimo relacije ag;'ng(a;;) = 1v G% iz relacij R’'A, in jih lahko vstavimo v naso
predstavitev. Z njimi lahko izrazimo a;; = n,(ai;) z a0 za vse © € Zy, in j € Zy,, \{0}.
Dobimo predstavitev
G _ (o
G, V°
Opazimo, da je n,(4,) = F,. Ker je

1g(Ti;); nq(Aq)>'

Mg(@i(j+1)) = Mg (@ig+1))  (mod Fy)
in 711 (i) = 0g(Ys; ayij), dobimo za vsaka i € Zy, j € Zp, \ {m; — 1} kongru-
enco
19(r55) = n(a;j 11y Yi; @io¥ig) = Ng(@iir1) ™ Nglaigirn) =1 (mod Fy).

Potem lahko relacije n,(r} ;) za j < m;— 1 izrazimo s preostalimi relacijami. Za vsak
1 € 2y, definiramo ; := nq(yl(mi,l)) in oy := a;p ter izracunamo

Mg (Timi—1)) = M@0 Yigm, 1) @i0Yi(m,—1)) = ;' B aifB;.
Potem smo konstruirali predstavitev

G

Giz <041,...,Oén’[alaﬁl]a"'7[an’ﬂn]’Fq>

in pokazali, da komutira diagram (na katerem so w4, ¢ in 7mr kanoni¢ni epimor-
fizmi):

(aij) == A keZR, G =———— (; |7’§j>
TG
”‘IH lker(ﬂg)Aq
TF G . /
<ai0> == I ker= (r( 1 | i€Zn)Fy a« <CL10 | Ti(mi_1)7 Fq>

Iz konstrukcije Wirtingerjeve prezentacije sledi, da generator o; = a;y ustreza

poldnevniku i-te komponente spleta L v grupi G in torej tudi v G% Podobno
produkt #(m,—1) ustreza vzporedniku i-te komponente spleta L v grupi G Potem
Bi = Nq(Yi(m,—1)) ustreza vzporedniku i-te komponente spleta L v grupl O

Predstavitev je v vecéini primerov relativno preprosta za izracun. Poglejmo si
nekaj nazornih primerov.

Primer 5.10. Naj bo L trivialen n-splet v R®. V primeru 1.35 smo pokazali, da
je njegova fundamentalna grupa ravno prosta grupa na n generatorjih aq, ..., a,,
ki so ravno poldnevniki paroma razlicnim komponentam. Jasno je, da lahko vsak
vzporednik predstavimo s trivialno zanko. Potem imamo predstavitev

GR’-L) <oq,...,oz <041=""O‘”>">’

Gq (R3 - L) B
Iz primera 2.10 vemo, da ta grupa ni prosta in ni trivialna. &
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Primer 5.11. Naj bodo L boromejski obro¢i v R? in naj slika 28 predstavlja izbrani
diagram L. Potem imamo za fundamentalno grupo spleta Wirtingerjevo prezentacijo
z generatorji aq, aw, b1, B2, V1, Y2 in relacijami

Aq oy tag My, Ay :aomar
By :Bray By o, By :Boan B ar
Cr 1By 'y Be, Cy o B1v; ' Bt

Slika 28: Diagram boromejskih obrocev z oznacenimi loki.

Z relacijami As, By in Cy izrazimo
at=mar'n, Bl =afilart, =B B
Po trditvi 3.8 lahko za vzporednike vzamemo

-1 —1p-1

vi="% n =705 B M
-1 —1_-1

Vg = Qg Q1 = N1Qyq 7 Qy,

v = By b1 = an By oy ' By
Potem imamo Chen-Milnorjevo predstavitev (izrek 5.8) za vsak ¢ € N:

G(R® - L)

m = <041751,’Yl

[041,?)1]7 [51, U2]> [’71,713], <041, 51,’71>q>-

&

Primer 5.12. Naj bo L splet v R? iz primera 3.9 (diagram spleta je prikazan na
sliki 29). Z uporabo Wirtingerjeve prezentacije lahko izrazimo fundamentalno grupo
spleta L z generatorji aq, as, as, 1, B2, 83,71, V2 in relacijami

Ay Bray B Ay a0y o e, Az azBeai By
B, :ﬁlalﬁglafl, B, 352’Yf15§1’71a Bs :53a2ﬁf1a517
C1 7183 15 B, Cy o057 s

Pokazali smo ze (primer 3.9), da ima splet poldnevnike a4, 8 in 7; ter vzporednike

—1 - -1 -1 -1 -1_2
v = B17, 520411a vy =1y, aefy, v3=f3 az; .
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Slika 29: Diagram 3-spleta L.

Z relacijami dobimo naslednje enakosti:

_ _1C _ _ _1 B _ _ 1 — _
U1 = 5172 152041 = 51(5371 153 1)52041 = B (715271 1)71 1(7152 171 1)ﬁ2041 T =
1l — _1 B _ 1, 1 1, _
= i B 162 171 152041 = Bimn (041 151041)71 1(041 151 1041)71 1(041 1ﬁ1a1)a1 b=

-1 -1, _—1p-1 -1 -1
= fimay frary; o By aryy oy B

_ _1 A _ _ _ _ _
vy = aryy B 2 anyy (B en ) B = a8 e

1 B 1 1\ - A 1 1 B
V3 = 53 1043 1712 = (7152 1'71 1)043 17? = 7162 171 1(52041 152 1)%2 =
B 1 1, 1, 1
= Y1(ay 151 1CY1)’71 1(a1 151041)041 1(0z1 151 1041)7% =

—1,5-1 -1 -1 —1,5-1 2
=ma; By oy oy Brag B aa

S tem smo vzporednike vy, vy in vy izrazili v poldnevnikih aq, £; in 71, ki jih lahko
vzamemo za generatorje v Chen-Milnorjevi predstavitvi. Po izreku 5.8 imamo za
poljuben ¢ € N predstavitev

G(R3 - L)

@ D) o, 1l (81,3l [ ). o, B )y )

= <Oé1,ﬁ1,'71

5.4 Spletna grupa spleta v evklidskem prostoru

Za zakljucek poglavja si bomo ogledali obljubljeno povezavo med spletno grupo
3
spleta v evklidskem prostoru ter grupami %. Izkaze se, da lahko spletno

grupo izrazimo kot kvocient ene od teh grup.

Trditev 5.13 ([11]). Za n-splet L v evklidskem prostoru R® je spletna grupa
G(R?® — L) kvocient grupe
G(R® — L)
Gn-i-l (Rg - L)'

Dokaz trditve 5.13. Dokazali bomo ekvivalentno trditev: Ce je L n-splet v evklid-
skem prostoru R?, potem je G, (R — L) trivialna.
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Trditev dokazemo z indukcijo na n. Ce je n = 0, potem so vse grupe trivialne in
je trditev ocitna. Naj bon € Nin predpostavimo, da trditev drzi za vse (n—1)-splete
v R3. Potem za vsak i = 1,...,n velja

Gn(R® — L) = (@4@) = 1.

Torej je G, (R? — L) vsebovana v vseh A;. Po definiciji spletne grupe so te grupe ko-
mutativne. Sledi, da G, (R*— L) komutira z vsemi elementi G(R®>—L), saj Aj, ..., A,
generirajo grupo G(R?® — L). Potem pa je

Goi1(R® — L) = [g(w — L), Gn(R® — L)] ~ 1.

Spletna grupa G(R3 — L) je potem res kvocient grupe GG(RS_L)

m, Saj jO lahko
zapisemo kot

GR®>—L)= GR —L) _ e _ G(R3 - L) |
Gen® D) (Grgg) | GmE DAL A
1]...|An i

]

Iz trditve 5.13 in Chen-Milnorjeve predstavitve lahko potem za spletno grupo v
evklidskem prostoru dobimo izrecno prezentacijo.

Izrek 5.14 ([11]). Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru R®. Potem imamo za
spletno grupo G(R® — L) predstavitev

GR*— L) = <a1,...,an

[041761]7 et [Oénaﬁn]vE>>

kjer sta za vsak i € {1,...,n} generator o; poldnevnik i-te komponente spleta L in
B; beseda v . . ., oy, ki predstavlja vzporednik i-te komponente spleta L. Poleg tega
je

E = <[04i,04;‘] ie{l,...,n}, € (al,...,an>>.

Opomba: kot pri izreku 5.8, predstavitev temelji na izbranem diagramu spleta.

Dokaz izreka 5.14. Dokaz izreka sledi iz Chen-Milnorjeve predstavitve (izrek 5.8) in
trditve 5.13. Iz trditve 5.13 vemo, da je

G(R® — L)

GR®— L) = Gl (RS — DA ... [A]

Ce za % uporabimo Chen-Milnorjevo predstavitev (izrek 5.8), dobimo za

G(R3 — L) predstavitev

<Ck1,...,05n

(ats Bl [ Buls Fsrs [ At .. [AnJ>,
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kjer sta za vsak i € {1,...,n} generator a; poldnevnik i-te komponente spleta L in
B; beseda v aq, ..., a,, ki predstavlja vzporednik i-te komponente spleta L, ter F
prosta grupa na n generatorjih o, ..., ay,, F,11 pa (n+1)-ti ¢len njenega spodnjega
centralnega zaporedja.

Opazimo, da je [4;] C E za vsak i € {1,...,n}, saj je po trditvi 4.19 A; = (o),
torej je A; generirana ravno s konjugiranji a;* za vsak A € G(M — L). Obratno, naj
bo [a;, a}] € E. Potem je [y, a}] € [Aj], saj je A; < G(M — L) in je torej a € A;.
Relacije [A1], ..., [An] so torej ekvivalentne relacijam F.

Pokazati moramo Se, da so relacije F},1; vsebovane v dobljeni predstavitvi. Ek-

vivalentno, pokazati moramo, da je

<a17"'7an [Oélaﬁl]a"'a[anaﬁn]aE> =
n+1
<OZ1, <oy, Op [041751]’ teey [a/rmﬂn]a [Al]v ceey [An]> . =1
n+
To pa smo Ze pokazali v dokazu trditve 5.13. Potem imamo za G(R® — L) res
predstavitev

GR*— L) = <a1,...,an

[041,61], SRR [Oénaﬁn],E>.
O

V vecini primerov lahko za spletno grupo vzamemo kar Chen-Milnorjevo pred-
stavitev in le spremenimo nekaj relacij.

Primer 5.15. Naj bo L trivialen n-splet v R3. V primeru 5.10 smo pokazali, da je

Cim = <a1,.. , Qi <Oé1,--~>an>q>'

Potem imamo za G = G(R® — L) predstavitev
G={an...,an | E={[a;,a}]|N€{ay,...,an),i=1,...,n}).

To grupo pogosto imenujemo reducirana prosta grupa. &

Primer 5.16. Predstavitvi, dobljeni s Chen-Milnorjevo predstavitvijo v prime-
rih 5.11 in 5.12, lahko preprosto modificiramo do predstavitev spletnih grup, s tem
da relacije (a1, £1,71), zamenjamo z relacijami

B = (Jor, o], (31, 8], . 2l € fon, ) ).

6 Milnorjeve Stevilske invariante

Prisli smo do tocke, kjer lahko kon¢éno definiramo tako imenovane Milnorjeve invari-
ante, oziroma Milnorjeve stevilske invariante. Milnor je invariante v precej drugacni
obliki definiral Ze v ¢lanku »Link groups« [11], potem pa podal bolj koherentno in
robustno definicijo v ¢lanku »Isotopy of links« [10]. Invariante posplosijo spletno
stevilo, kot bomo videli na zacetku zadnjega poglavja. Njihov namen je zaznati pre-
pletanje visjega reda, ki se pojavi v primerih, kot so boromejski obro¢i (primer 1.28).
Njihova obravnava je zelo prikladna, saj se izrazajo kot cela stevila.
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6.1 [ koeficienti

Definicija omenjenih invariant izhaja iz Chen-Milnorjeve predstavitve, v kateri iz-
beremo predstavnike specificnih poldnevnikov.

Definicija 6.1 (u koeficienti). Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru. Za splet L si
izberemo diagram in z njim za poljuben ¢ € N dobimo Chen-Milnorjevo predstavitev
(izrek 5.8) grupe G(T Naj bo 3; € % vzporednik j-te komponente spleta
L s spletnim Stevilom 1k(3;, L;) = 0 in naj bo M(8;) € Z{{Xy,...,X,)) njegova
Magnusova razsiritev, ki jo formalno dobimo kot Magnusovo razsiritev besede 3; v
prosti grupi, generirani s poldnevniki komponent spleta L.

Definiramo pr (%1 ...%,7) koeficiente kot koeficiente v M (f;) pred monomom

Xy - .. Xy, oziroma

i1 -

MB) =14 > prlivia...ipf) Xy Xy ... X,

11%2...9p
Dve opombi:
« Po dogovoru je pr(j) =0 za vsak j € {1,...,n}.

« Pogosto bomo oznacili I = iy ...4,75 in pisali pp(i1...4,7) = pr(l). Kasneje
bomo tudi izpustili indeks j, saj bo njegovo vlogo prevzel indeks i,,.

Pred nadaljevanjem si oglejmo preprost primer.

Primer 6.2. Za splet L vzemimo boromejske obro¢e v R3. Spomnimo se pri-
mera 5.11, kjer smo pokazali, da imamo za poljuben ¢ € N predstavitev

G(R® — L)

m = <041751771

[ah Ul]a [517 UQ]y [717 U3]a <O{1, /81; 71>q>7
kjer je

v = By B,

vy = may 'y ay,

vy = a1f; fay B

Vzemimo vzporednik v; = B1y; By 1, ki smo ga dobili s postopkom iz trditve 3.8.
Potem je lk(vq, L1) = 0. Potem lahko izra¢unamo

M)=1+X)(1 =Xz +Xo4.. )1 -Xo+X7+..)(1+X3)
- 1—X2X3—|—X3X2:|:
V tej razsiritvi je pur(231) = —1 koeficient pred monomom X5X3 in pp(321) = 1
koeficient pred monomom X3X5. Opazimo, da v razsiritvi ni nobenega faktorja, ki
vsebuje X7, torej je koeficient p7,(1231) = 0, saj gre za koeficient pred monomom

X1 X5X5.
Oglejmo si se

' —1 —1 —1 —15-1 —1
Uy = V1 [Ula Qq ] = vy aviag = o By B oy
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V grupi % je vp = v, saj iz relacije [ay,v;] = 1 sledi [v;,a7'] = 1. Ce

vzamemo razsiritev
M(vy) =
=1+ X)A+X) (1 - X3+ X3+, )1 -Xo£.. )1+ X3) (1 - X, £+...) =
- 1—X2X3+X3X2—X1X2X3:l:...,

lahko opazimo, da v njej nastopi monom X; X5 X3, kar pomeni, da je v tej razsiritvi

up(1231) = —1 # 0. Torej so koeficienti odvisni od izbire vzporednika in
predstavitve tega vzporednika v grupi g; (gS:LL)). &

Iz primera 6.2 direktno sledi naslednja ugotovitev:

Trditev 6.3. Za splet L v evklidskem prostoru pup(iy . . .1,5) koeficienti v splosnem
niso invariante za ambientno izotopijo.

Za pridobitev invariant bomo morali definirati bolj ostre koeficiente. Za¢nimo z
definicijo A koeficientov.

Definicija 6.4 (A(I) koeficienti). Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru in [
kon¢no zaporedje elementov mnozice {1,...,n} dolzine vsaj 2. Naj bo {2 mnozica
vseh ciklicnih permutacij pravih podzaporedij zaporedja I.

Potem definiramo Ay (I) kot najvecji skupni delitelj vseh koeficientov py(I") za
I' € Q, oziroma

Au(T) = ged{pu (1)}
I'eq

Stevilo zaporedij v Q(I) raste zelo hitro z dolzino zaporedja I. Za nazor si

oglejmo naslednji primer.

Primer 6.5. Naj bo I = 1234 zaporedje $tirih elementov iz mnozice {1,2,3,4}.
Potem je

Q(I) = {123,231,312,124, 241,412, 134,341,413,
12,21, 13,31, 23,32, 14,41, 24,42, 34,43}
%

Na podlagi i in A koeficientov lahko definiramo nove koeficiente, ki jih bomo
oznacili z [i.
Definicija 6.6 (i koeficienti). Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru in I konéno
zaporedje elementov mnozice {1,...,n}. Izberemo si nek diagram spleta L. Defi-

niciji 6.1 in 6.4 nam dolocata celostevilska koeficienta pp (1) in Ap(I). Definiramo
koeficient fir, (1) kot ostanek pp(7) pri deljenju z A (1), oziroma

pr(l) = pr(l)  (mod AL([)).

Pri tem definiramo dolzino fi;, koeficienta kot dolzino zaporedja I.
Opomba: ¢e so vsi py koeficienti dolzine < k nicelni, so i1 koeficienti dolzine &
ravno i, koeficienti.

Za trenutek Se pocakajmo s primeri, ter dokazimo dva kljuc¢na izreka, ki nam
osmislita definicijo u koeficientov.
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6.2 Invarianta za ambientno izotopijo

Naslednji izrek nam pove, da so i koeficienti invariante za ambientno izotopijo. Kot
pri izreku 5.4 so i1 koeficienti v resnici invariante za izotopijo, vendar se bomo mi s
primeri osredotocili na ambientno izotopijo, poseben primer izotopije.

Izrek 6.7 (Milnor [10]). Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru, p < q naravni stevili
iniy...1,J koncno zaporedje elementov mnozice {1,...,n}. Najbo jip(iy .. .1,75) koe-
ficient iz definicije 6.6, ki ga dobimo iz Chen- lenorjeve predstavitve grupe %

Potem je fir, (i1 ...14,7) invarianta za ambientno izotopijo in neodvisen od q.

Dokaz izreka 6.7. Najbo L n-splet v evklidskem prostoru, ¢,p € N, p < giniy...4,J

kon¢no zaporedje elementov mnozice {1,...,n}. Izberemo si diagram spleta L in na
podlagi njega za vsak k € {1,...,n} definiramo oy, kot poldnevnik k-te komponente
G(R3>-L)

v Chen-Milnorjevi predstav1tv1 (izrek 5.8) in

G(R*—L)
G,(R3—L)

spleta L in generator grupe & ms-r)

Bk kot vzporednik k-te komponente spleta L v grupi s spletnim stevilom 0

z Ly. Preveriti moramo naslednje stiri trditve:
 Koeficient fif,(i; ...14,7) se ne spremeni ob konjugaciji ;.
« Koeficient fir,(iy...4,7) se ne spremeni ob konjugaciji kateregakoli od ay.

o+ Koeficient fif, (i ...4,j) se ne spremeni ob mnozenju f; s katerokoli relacijo

g, Br].
 Koeficient ji(i; . ..14,J) se ne spremeni ob mnozenju f; s katerokoli relacijo Fj,.

Dokaz bomo podali z indukcijo na q. Za g = 1 izrek ocitno drzi, saj je koe-
ficient fi1,(j) = 0 neodvisen od f;. Naj bo torej ¢ > 1 in predpostavimo, da je
fir(iy .. .i4-17) invarianta za ambientno izotopijo za vsako zaporedje 4y ...i,_1] ele-
mentov mnozice {1,...,n}. Naj bo A = Z{(X;,...,X,)) algebra nekomutativnih
formalnih potencnih vrst. Oglejmo si mnozico

{Z v(ip. .. ip) X ... X5, €A | Vp<q:v(iy...ip) =0 (modAL(il...z'pj))},

i1

ki jo bomo oznacili z D; C A. Potem za vzporednika 3; in 3} dobimo isti koeficient
fir(iy . . ipj), natanko tedaj, ko je M(3;)—M(B;) € D;. Opazimo, da je D; dolocena
z jir (i ... 9p—17) za p < g, torej lahko z uporabo indukcijske predpostavke sklepamo,
da je neodvisna od sprememb, ki jih inducira ambientna izotopija, torej sprememb,
ki smo jih nasteli zgoraj.

Pokazimo, da je D; dvostranski ideal v .A. Ocitno je zaprt za seStevanje. Naj bo
v(iy...1p) X, ... X;, monom vrste iz D; in AXy, ... X}, monom poljubne vrste v A.
Potem za p < ¢ velja:

ker je v(iy...ip) =0 (mod Ap(iy...43,7))
n AL(il ij) =0 (mod AL(klkTZ].ij))a
potem je Av(iy...ip) =0 (mod Ap(ky...kudy...4p7)).

Torej je D; levi ideal. Podoben argument nam pokaze, da je D; tudi desni ideal.
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Sedaj pokazimo, da za M(f;) = 1+ wj; in poljuben k € {1,...,n} velja
w; Xy = Xpw; =0 (mod D).
Naj bo pur(iy ... 47) X5, ... X;, monom vrste v M(3;). Potem imamo

pr(iy...ipj) =0 (mod Ap(iy . ..ik7))
= pp(in .. p7) X5 ... X3, X, =0 (mod D;).

Enako velja tudi za mnozenje z druge strani. Podobno dobimo

pr(in...ipj) =0 (mod Ap(iy ... 0kiyy ... 97))
— /JL(il Ce ij)X“ e XithXiH_l ip =0 (mod D])
Naj bo k # j poljuben in M(f)) = 1 + wg. Potem velja
wp Xk = Xpwr, =0 (mod D),

saj za poljuben monom jur,(i; . .. i,k) X5, ... X, iz wy

iz pr(in...ipk) =0 (mod AL(iy .. .10k7))
in pr(iy ... ipk) =0  (mod Ap(kiy...4,5))
sledi — pp(iy ... ipk) X5, ... X;, X, =0 (mod Dj)
in pr(kiy .. ip) Xp X5, ... X5, =0 (mod D;).

Pokazimo Se, da je
M(F,) =1 (mod D;).

Kongruenca sledi iz dejstva, da po izreku 2.9 Magnusova razsiritev ¢-tega elementa
spodnjega centralnega zaporedja grupe vsebuje le monome stopnje vecje ali enake
q, izvzemsi konstantni faktor 1.

Sedaj lahko dokazemo nase trditve. Invarianca ji(i;...4,j) na mnozenje f3; z
relacijami Fy, sledi direktno iz dejstev, da je D; dvostranski ideal in da so Magnusove
razsiritve Fj trivialne modulo D;.

Recimo, da bi 3}, za katerega je M(5;) = 1 + w;, konjugirali z a. Potem je

M(a;'Bion) = (1= X+ X2 — .. )(1+w)(1+ X) =
= 1 + w; + monomi, ki vsebujejo faktor w; X}, ali Xjw;

=w; (mod D;).
.. G(]R3—L) . . .. . .
Ker aq, ..., a, generirajo G, @=L’ velja enako za konjugacijo s poljubnim elemen-

tom. Potem je koeficient jif(iy .. .14,7) 1nvzlir1anten za konjugacijo besed ?’j.
Recimo, da «aj zamenjamo z o), = «; aga;. Potem je ap = qaj; " in imamo
enacho

M(ag) =1+ X)) =1+ X)1+X)1 - X+ X2 —...) = M(apa;h).
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Potem je X = X}, + monomi visje stopnje. Izraz vstavimo v razsiritev M(5;). Ker
smo pokazali

,U/L(il ce lp])X“ . Xl,Xle Xz =0 (IIlOd Dj),

o - X,
nam dobljen izraz vrne isti koeficient fi,(4; . ..4,7). Ker a4, ..., a, generirajo grupo
G(R3—L)
G4(R5—L)’
fir(iy ... 4,7) invarianten za konjugacijo oy.
Nazadnje, ozna¢imo M (fy) = 1 + wy. Potem je

velja enako za konjugacijo s poljubnim elementom. Torej je koeficient

M (o By o) = 1+ M(%lﬁkl)(M(akﬁk) - M(ﬁkoék)> -
14 M(aglﬂk—l)«l X1+ wp) — (14 w1+ Xk))

=1+ M(Oz;lﬁk_l)<kak — Wka> =
=1 (mod D;).

Potem je fir, (i . ..14,7) invariantna za mnozenje s komutatorji (o, S|
Ker so generatorji in besede, ki predstavljajo vzporednike v Chen-Milnorjevi
predstavitvi iz izreka 5.8, neodvisni od ¢, so tudi invariante jir(i; .. .4,k) neodvisne
od ¢, dokler je p < q. S tem je nas izrek dokazan.
m

Omejitev p < ¢ se izkaze za brezpredmetno, saj lahko vedno vzamemo dovolj
velik ¢, da izracunamo g invarianto Zeljene dolzine. Navadno to ne bo niti zares
spremenilo vzporednikov iz Chen-Milnorjeve predstavitve, ki jih bomo uporabili za
izracun invariant, zaradi ¢esar ne bomo izrecno pisali, kateri ¢ smo vzeli.

6.3 Invarianta za spletno homotopijo

Naslednji izrek nam poda analogen rezultat izreku 6.7 za spletno homotopijo, z

dodatno omejitvijo glede indeksiranja. Dokaz sloni na dejstvu, da je spletna grupa
GR3-L)

G (1) ki smo ga pokazali v trditvi 5.13.

n-spleta L kvocient grupe

Izrek 6.8 (Milnor [10]). Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru in iy ...1,j koncno
zaporedje paroma razlicnih elementov mnozice {1,...,n}. Naj bo pur(iy...1,5) koe-
ficient iz definicije 6.6.

Potem je [ir,(i1 ...1,7) invarianta za spletno homotopijo.

Opomba: namesto, da vzamemo [; kot vzporednik j-te komponente spleta L v

grupi %, lahko vzamemo B; kot vzporednik j-te komponente spleta L v grupi

G(R3 — L), za katero imamo po izreku 5.14 zelo podobno predstavitev.

Dokaz izreka 6.8. Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru in i; ...%,7 koncno zapo-
redje paroma razlicnih elementov mnozice {1,...,n}. Izberemo si diagram spleta
L in na podlagi njega za vsak k& € {1,...,n} definiramo «; kot poldnevnik k-te
% v Chen-Milnorjevi predstavitvi
G(R3—L)
Gq(R3—L)
tnim Stevilom 0 z L. Potem sta za vsak k € {1,...,n} po izreku 5.14 oy in 5 tudi

komponente spleta L in generator grupe

(izrek 5.8) in [y kot vzporednik k-te komponente spleta L v grupi s sple-
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poldnevnik in vzporednik k-te komponente spleta L v grupi G(R® — L). Za definicijo
fr(iy .. .i,7) bi lahko vzeli kar besede (in razsiritve) iz te grupe.

Po izreku 4.17 je G(R? — L) invarianta za spletno homotopijo. Dokazati moramo
naslednjih pet trditev:

 Koeficient fif,(i; ...14,7) se ne spremeni ob konjugaciji ;.

 Koeficient fir,(iy...4,7) se ne spremeni ob konjugaciji kateregakoli od ay.

o Koeficient jif, (i1 ...1,j) se ne spremeni ob mnozenju f3; s poljubnim konjuga-
torjem [, By).

 Koeficient fif,(iy...14,7) se ne spremeni ob mnozenju f; z elementom iz [Ay].

o Koeficient fif,(i; ...14,J) se ne spremeni ob mnozenju f; z elementom iz A;.

Dokazi prvih treh trditev so podobni kot dokazi podobnih trditev v dokazu iz-
reka 6.7. Spomnimo se trditve 4.19, ki pravi, da je Ay = (o) za vsak k € {1,...,n}.
Naj bo 1 + A Magnusova razsiritev poljubnega netrivialnega elementa iz [(ax)].
Potem po izreku 2.9 monom v A vsebuje faktor X vsaj dvakrat. Ker so ¢1...17,7
paroma razlicni, je jur, (i ...4pj) koeficient v M(f;) pred monomom X;, ... X, pa-
roma razliénih spremenljivk Xj. Potem mnozenje M(3;) z 1 + X ne spremeni teh
koeficientov in je torej fir, (i ...4,j) invariantna za mnozenje f3; z elementi [(ay)].
Naj bo 1 + A\ Magnusova razsiritev poljubnega netrivialnega elementa iz (o).
Potem vsak monom v A vsebuje faktor X;. Ker so iy...4,j paroma razlicni, je
per(iy .. 4p7) koeficient v M(3;) pred monomom, ki ne vsebuje spremenljivke Xj.
Potem mnozenje z 1 + X\’ ne spremeni teh koeficientov in je torej iy (i; . . .4,Jj) inva-
riantna za mnozenje (; z elementi (o).
Torej je jir(iy .. .1,j) invarianta za spletno homotopijo. S tem je izrek dokazan.
O

6.4 Lastnosti g invariant

Preden nadaljujemo s primeri, si oglejmo Se tri pomembne racunske lastnosti 1 inva-
riant, ki jih bomo redno uporabljali. Prva nam pove, da nam sprememba orientacije
spleta spremeni kvec¢jemu predznak p invariant.

Trditev 6.9 ([10]). Naj bosta L in L' spleta v evklidskem prostoru. Ce je splet L'
enak spletu L z obratno orientacijo i-te komponente, je fip (1) = (—1)#®D (1),
kjer je #(i, 1) Stevilo pojavitev elementa i v I.

Dokaz trditve 6.9. Naj bosta L in L' taka spleta v evklidskem prostoru, da je splet
L' enak spletu L z obratno orientacijo i-te komponente. Potem za izbran diagram
R3

spleta L iz Chen-Milnorjeve predstavitve (izrek 5.8) grupe qu;_LL)) dobimo predsta-

vitev grupe % tako, da generator «; v L, poldnevnik i-te komponente spleta

L, zamenjamo z generatorjem «; '. V Magnusovi razsiritvi vzporednika Bj se ta
sprememba izrazi tako, da spremenljivko X; zamenjamo z —X;, medtem ko se v
Magnusovi razsiritvi ; vsi netrivialni monomi pomnozijo z —1. Potem je res

() = (=1)*CDa,.
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Druga trditev nam dovoli, da v vecini primerov racunamo invariante v razsiritvi
vzporednika, ki ima najpreprostejso obliko. Prav zaradi nje zadnjega indeksa ne
bomo oznacevali loc¢eno.

Trditev 6.10 ([10]). Za splet L v evklidskem prostoru in koncno zaporedje iy . . .1i,J
elementov mnoZice {1,...,n} velja:

pr(in .. ipj) = pr(jiy ... dp).
Dokaz trditve 6.10. Naj bo q € N, L n-splet v R3, in naj bo m; Stevilo lokov (ki je

vvvvv

tem imamo za ta diagram Wirtingerjevo prezentacijo grupe G(R?® — L) z generatorji
a;; in relacijami r;; za vsaka ¢ € Zj, in j € Z,,. Naj bosta

A:<6Lij|i€Zn,j€Zmi> in F:<azo|'L€Zn>
prosta grupa in njena prosta podgrupa in naj bo za vsak ¢ € N
Ng:A—F

homomorfizem, definiran v dokazu izreka 5.8. Trditev 1.38 pravi, da obstaja za
vsaka ¢ € Z,, in j € Z,,, element \;; € A, tako da imamo v grupi A enakost

I 110 =1 (6.1)
Vemo, da jeza 1 < 7 < my
ng(rij) =1 (mod Fy)
in da za o; = ng(ain) = aio in B; = Ng(Yim,—1)) velja
Mg(Tigmi—1)) = ;B taiffy = [, Bi]  (mod Fy).

Naj bo A = Z((X1,...,X,)) algebra nekomutativnih formalnih poten¢nih vrst. Z
D oznacimo njeno podmnozico

{Z V(s i) Xe . X €A | ¥p < qivii.. i) =0 (modAL(il...ip))}.

Naj bo M(3;) = 1 4+ w; za vsak i € Z,. Potem je
Xip(Xiw;i) = Xp(wiXi) = (Xywi) Xy = (i X3) X =0 (mod D)
za vsak X}, iz Cesar sledi
M((as, B1) = 1+ MOV 0787 (M(s8) — M) ) MN) =
= 1 MO 5 (U X (1) = (1) (14 X)) M) =
=1+ MO\ o6 (XM- — wiXi>M()\i) =
=1+ (Xjw; —w;X;) (mod D)

29



Ker je F, =1 (mod D), dobimo z uporabo enacbe 6.1 enakost

1= M(H[% 51.]&-) = [1(1+ (Xiwi —w;X,))  (mod D)
Ker je w; = >3, i) pr(in - ip7) X, - X, je

Z /LL(Zl’ij)(XJX“XZp _leszX]) =0 (modD)

U15esy ipmj

Koeficienti v tem izrazu so p (i ...4,5) — pr(jin ... 1p). Potem je

pr(in .. ipg) = pp(gin ... 1p)  (mod Ap(jiy...1p)),
s ¢imer je trditev dokazana.
[
Zadnja trditev izhaja iz kombinatori¢nih lastnosti Magnusove razsiritve in nam
dolo¢a moc¢no relacijo med invariantami iste dolzine.
Trditev 6.11 ([10]). Za splet L v evklidskem prostoru, koncni zaporedji I in I’
elementov {1,...,n} in poljuben k € {1,...,n} je

> p(Hk)=0 (modgcd{A (Hk)|H € PS(I,I')}),

HePS(I,I")
kjer je PS(I,1") mnoZica pravih mesanj zaporedij I in I' (definicija 2.4).

Dokaz trditve 6.11. Uporabimo izrek 2.6 za Magnusovo razsiritev vzporednika k-te
komponente spleta L in dobimo

pr(Ik)pr(I'k) = Z pr(HE).
HeS(I1,I")

Leva stran enakosti je po modulu ged{A(Hk) | H € PS(I,I')} kongruentna 0,
na desni strani pa je vsak ¢len, ki ni rezultat pravega mesanja zaporedij I in I’,
kongruenten 0. To konca dokaz trditve. O]

Za konec poglavija si oglejmo Se primer uporabe teh racunskih lastnosti.

Primer 6.12. Kot primer uporabe zgornjih enakosti pokazimo, da vsaka j invari-
anta dolzine tri s paroma razlicnimi indeksi doloca vse ostale. Po trditvi 6.10 je za
splet L v evklidskem prostoru

fir(123) = [ (231) = [, (312) in g, (132) = 1. (321) = [ (213),
po trditvi 6.11 pa je
0= > pir (iriais) = 3 (123) + 3jr(321),
{i17i27i3}:{17273}

iz. Cesar sledi
fr(123) = — [ (321).

Ce zdruzimo ti dve enacbi, dobimo

fip(123) = pr(231) = fp(312) = —p (132) = —p,(321) = —u, (213).
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7 Rezultati, primeri in nevsecnosti

V zadnjem poglavju se bomo osredotocili na primere uporabe Milnorjevih p invariant
ter nekaj rezultatov, ki jih lahko z njimi pokazemo.

7.1 Spletno stevilo je i invarianta

Zacnimo z utemeljitvijo, zakaj lahko g invariante dojemamo kot posplositve sple-
tnega Stevila.

Trditev 7.1. Spletno stevilo je i invarianta.

Dokaz trditve 7.1. Naj bo L poljuben splet v evklidskem prostoru. Oglejmo si jig,
invariante dolzine dva. Definiramo jih lahko ze v

G(R? — L)

G® 1) ~ H,(R* — L).

Opazimo, da imamo v tej grupi za i-ti poldnevnik predstavnika

JF#i

kjer so a; poldnevniki. Potem je

M(B;) =1+ > Ik(L;, L;)X; + (monomi stopnje > 2).
i#5

Torej so juy, invariante dolzine dva natanko spletna stevila.

7.2 Primeri

Oglejmo si nekaj zanimivih primerov izracuna g invariant, kjer lahko z njihovo
uporabo dosezemo zanimive rezultate, ter en primer, kjer se i invariante ne izkazejo
za uporabne.

Primer 7.2. Ce je L trivialen n-splet v R3, potem so vsi njegovi vzporedniki kon-
traktibilni in jih lahko predstavimo s praznimi besedami. Njihove Magnusove razsi-
ritve so torej enake 1. Potem je fiy (/) = 0 za vsako kon¢no zaporedje I elementov
mnozice {1,...,n}. &

Primer 7.3. V primeru 6.2 smo za boromejske obroce v evklidskem prostoru ze
izracunali pu,(231) = —1. Ker so uy, koeficienti dolzine 2 (spletna Stevila) vsi nicelni,
je potem iy (231) = —1, kar pomeni, da boromejski obro¢i niso spletno homotopni
ali ambientno izotopni trivialnemu 3-spletu.

%

Primer 7.4. Za 3-splet L iz primera 5.12 in diagram na sliki 30 smo Ze izracunali
Chen-Milnorjevo predstavitev

G(R® — L)

m = <0417517’71

[O‘hvl]’ [517 UQ]v [’7177]3]’ <a1, B, 71>Q>7
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kjer so vzporedniki dani z

v1 = Bimay  Braryi oy B anyy e By
vy =y Brlen

—1p-1 1 -1 —1po-1 2
Vs = Y10 51 Q171 O 51041 51 Q177

)
=/

@»

(07

Slika 30: Diagram 3-spleta L.

Iz diagrama lahko s pomocjo trditve 1.26 izracunamo spletna stevila
pr(12) =2, pp(32) = -1, pp(13) =—1.

Naj bo I kon¢no zaporedje elementov mnozice {1,2,3} dolzine > 3 , ki vsebuje
elementa 1 in 3 (ali 2 in 3). Potem I kot podzaporedje vsebuje 13 ali 31 (oziroma
23 ali 32). Ker je pur(13) = pr(31) = =1 (= prn(23) = p(32)), bo za taka zaporedja

Ap(l) =ged(—1,...)=1.

Ker je k mod(1) = 0 za vsak k € Z, je potem jiy (/) = 0. Nenicelne jif, invariante
dolzine > 3 torej ne morejo vsebovati enice in trojice (oziroma dvojice in trojice)
kot indeksa.

[zra¢unamo

M) =1+X)1-Xs+Xo4+.. )1 -Xo+Xo+..)(1+X)) =
=14+2X, - Xo - X3+ X7+ X3+ X7 £...

Ker je ur(22) = —1, lahko s podobnim argumentom kot zgoraj zagotovimo, da
nenicelne fi;, invariante dolzine > 3 ne morejo vsebovati dveh dvojic kot indeksa.
Opazimo, da je tudi iy, (11) = —1, saj se v vy faktor a1, ki nam v Magnusovi razsiritvi
da monom X, pojavi dvakrat, faktor o', ki nam v Magnusovi razsiritvi da monom
— X, pa trikrat. Torej nenicelna gy invarianta dolzine > 3 ne more vsebovati dveh
enic.

Razmislili smo torej, da so invariante dolzine > 3 lahko nenicelne le za zaporedja
I = 3...3. Za izrac¢un teh bomo potrebovali Magnusovo razsiritev M (vs), kjer
pa lahko izpustimo faktorje, razlicne od 7!, saj nam vsi drugi faktorji v razsiritvi
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pripomorejo le monome, ki vsebujejo X; ali X5, ki nas ne zanimajo, saj nam vrnejo
nicelne [, invariante. Potem je

M (vs) ~ M (77 '97) = M(77) = (1+ X3)* = 142X + Xj.
Torej je pur(33) = 2, ur(333) = 1 in pr(3") = 0 za n > 4. IzraCunamo Se
A[(333) = ged(pr(33)) = 2. Iz tega lahko za splet podamo vse nenicelne Mil-
norjeve [y, invariante:

pr(11) = -1 p(22) = -1 fir(33) =2
i (12) = 2 i (13) = -1 p(23) = —1
fir(333) =1

Primer 7.5. Se zadnji¢ si oglejmo Whiteheadov splet L z diagramom na sliki 31.

S

831

(6%) 62

Qs

Slika 31: Diagram Whiteheadovega spleta.

Vzemimo poldnevnika a4 in 37 in s pomocjo trditve 3.8 dobimo vzporednika
-1 —1 : —1
vy = f] oy Peay In vy =y as.
Z relacijami iz Wirtingerjeve prezentacije izrazimo

Qo = 5106151_1,
a3 = gyt = o frag By tar
By = asBray! = Broa By Bifar Byt = Brarfray Byt

in iz tega dobimo

v = Bl Bran Brag B ey

vy = frog B tan fron By ot
iz ¢esar dobimo Chen-Milnorjevo predstavitev (izrek 5.8). Izracunamo

M) =14+ X)(1 - X1+ X3+ .. )1 - Xo+ X2 +..)(1+ X))
I+X)A+X)1 - X+ X7+, ) 1-X1+X7+...) =

=1 - X1 X1 Xo — Xo X5 X7 +2X X0 X £+ ...

Sledi, da je fiy,(1122) = —1 in torej Whiteheadov splet ni ambientno izotopen trivi-
alnemu 2-spletu.
&
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Primer 7.6. Oglejmo si splet L v R3 na sliki 32. Splet je oc¢itno spletno homotopen
trivialnemu 2-spletu. Z nekaj truda lahko izracunamo, da ima splet L Conwayev
polinom (zelo pogosta invarianta za vozle in splete) V(L) = —32° — 2% + 223, kar
pomeni, da ni ambientno izotopen trivialnemu spletu. Pokazemo lahko, da so vse
[, invariante tega spleta trivialne, saj lahko vzporednika predstavimo s trivialnima
elementoma. Torej ji;, invariante niso dovolj moc¢ne, da zaznajo vso prepletenost do
ambientne izotopije natanc¢no.

=

AR
A
L

Slika 32: Diagram 2-spleta.

7.3 Skoraj preprosti spleti
Definirajmo posebej zanimivo druzino spletov.

Definicija 7.7 (Skoraj preprost splet). Naj bo L n-splet v R?. Potem pravimo, da
je L skoraj preprost, ¢e je (n—1)-splet L' = L— L; spletno homotopen trivialnemu
(n — 1)-spletu za vsak i € {1,...,n}.

Milnor je dokazal naslednji klasifikacijski izrek:
Izrek 7.8 ([11]). Naj bo L skoraj preprost m-splet v R3. Potem je L do spletne
homotopije natancno dolocen z (n — 2)! invariantami
{uL(lw o (n—=2)"(n— 1)n> ’ w € Sp_2 poljubna permutacija}.
Za dokaz izreka moramo najprej vpeljati nekaj definicij ter dokazati nekaj lem,
ki nam bodo poglobile nase razumevanje strukture spletne grupe trivialnega spleta.

Definicija 7.9 (Grupni kolobar spletne grupe in delovanje grupnega kolobarja).
Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru in G = G(R?® — L) njegova spletna grupa.
Definiramo grupni kolobar ZG grupe G s koeficienti v Z kot mnozico kon¢nih
vsot Y.; kig;, kjer so k; € Z in g; € G, skupaj s sestevanjem

(Z kig:) + (Z k§g§) = Z kigi + Z k;;g;

J
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in mnozenjem
(D kigi) - Q_Kjg) = D _ kikjgig;.
7 J J

Naj bo «; poldnevnik i-te komponente spleta L za vsak i € {1,...,n}. Po iz
reku 5.14 vemo, da so oy, . . ., a, ravno generatorji grupe G. Potem lahko definiramo
delovanje grupnega kolobarja spletne grupe ZG ~ G. Delovanje je definirano
s predpisom na generatorjih: za poljuben ¢ = >, k;jg; € ZG in i € {1,...,n}
definiramo

of =g g;.
j

Delovanje je dobro definirano, saj imamo v G relacije [a;, o] za vsaka i € {1,...,n}
in A € GG, kar pomeni, da a; komutira z vsemi svojimi konjugiranji. Seveda velja

(9192)7 = 97953,
g01+02 — 901902’

g7 = (g7)™.

za poljubne g, g1, 92 € G ter 0,041,092 € ZG.
Lema 7.10. Naj bo L n-splet v evklidskem prostoru in G = G(R3 — L) njegova

spletna grupa. Za vsak i € {1,...,n} naj bo «; poldnevnik i-te komponente. Te
po izreku 5.14 generirajo G. Prav tako za vsak i € {1,...,n} definiramo G* =
G(R3—LY), ki je generirana z oy, . . ., Qti_1, Qiiy1, - - - , Oy, ter homomorfizem kolobarjev
7 ZG — ZG.
1, 1=y
e j
i 1F]

Naj bo K; = ker(m;) dvostranski ideal v ZG in K? produkt idealov K; - K; (in torej
dvostranski ideal v ZG ).

Potem za 0,0’ € ZG velja of = af

[

ce je
oc=0 (mod K;+ (K} +...K2))
in lahko vsak element grupe A; = ker(G — Gi) predstavimo kot af za nek o € ZG".

Dokaz leme 7.10. Izberimo poljubna 4,5 € {1,...,n}. Ker je K; jedro homo-
morfizma 7;, lahko vsak element ideala K; zapisemo kot razliko v — X\ za v =
A (mod A;). Potem je

Y
a;

A= v ray Ao A

=2 oA o' (mod A))

=1 (modA;).
Torej je af € A; za vsak o € K. Posebej, za i = j je yYA\™' € A;. Ker je A;
komutativna, je

o] =7 (YA g A =7 (A i A =1

)
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Torej je of =1 za vsak 0 € K.
Podobno lahko vsak element ideala K7 zapiSemo kot razliko (y — A\)d za d € K;
iny=X (modA4,). Kerjeal,yA7* € A; dobimo
o™V =7 (PA o A = 7 (A D ada A = 1

Torej je af = af za
oc=0 (mod K; + (K; +...K2)).

Nazadnje, po trditvi 4.19 je A; = (a;) in lahko torej vsak element iz A; pred-
stavimo kot produkt konjugatorjev potenc ;. Potem direktno sledi, da lahko vsak
element A; predstavimo kot af za ¢ € ZG. Po prvem delu trditve je dovolj vzeti
o€ ZG". O]

Lema nam motivira naslednjo definicijo.

Definicija 7.11 (Reduciran grupni kolobar). Naj bo L n-splet v evklidskem pro-
storu. Po izreku 5.14 vemo, da je njegova spletna grupa G := G(R? — L) generirana
s poldnevniki ay, ..., a,. Za vsak i € {1,...,n} definiramo grupo G' := G(R3 — L)
(ki je generirana z oy, . .., Q;_1, Qiy1, - - ., ). Kot v definiciji 7.9 in lemi 7.10 za vsak
i € {1,...,n} definiramo tudi grupne kolobarje ZG in ZG" skupaj s homomorfizmi
kolobarjev

w o LG — ZG’L,

1, =
Qg —> . .
aj; ? # I
jedri homomorfizmov K; = ker(m;) ter ideali K?.
Potem je reduciran grupni kolobar RG spletne grupe G kvocientni kolobar

7G

RG = .
K+ .. K2

Delovanje ZG ~ G nam inducira delovanje RG ~ G. Po lemi 7.10 je to delovanje
dobro definirano.

Opomba: lema 7.10 nam pove, da lahko vsak element grupe A; predstavimo kot
a?, kjer je o0 € RG".

Lema 7.12. Definirajmo grupo C,, katere elementi so besede v {Xi,...,X,}, v
katerih se vsaka spremenljivka pojavi kvecjemu enkrat, mnozZenje = med njimi pa je
definirano na sledec nacin:

0; Hk,l . Zk = jl
(Xil‘--Xip)*(Xj ...qu): . .
(Xi .. X3, X, ... X)), sicer
Potem imamo za trivialen n-splet L v evklidskem prostoru, njegovo spletno grupo
G, ki je generira z aq,...,q,, in njen reduciran grupni kolobar RG, izomorfizem
kolobarjev
Y ZC, — RG.

le...ijH(le—l)...(ajp—l)
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Opomba: videli bomo, da je inverz =1 definiran s predpisoma o; — (1 + X;) in

Dokaz leme 7.12. Preverimo najprej, da je ¥ homomorfizem kolobarjev. Jasno je,
da komutira z vsotami in da ohranja enoto za mnozenje. Opazimo, da je

V(X - X )Xy - X)) =
= (a5, = 1) (o, = Doy, = 1) ..y, — 1) =
=0 (mod Ki+---+K?2),

¢e obstajata indeksa k in [, da je i, = j;. Torej ¥ komutira tudi s produktom in je
homomorfizem.
Definirajmo homomorfizem

072G — ZC,.
el — X

Opazimo, da je kompozitum ) o 0 : ZG — RG ravno kanonicen epimorfizem, saj je
V() =1+ X;) =1+ (0 — 1) =

in je jedro v o 6 ravno K7 + --- + K2. Potem je jedro @ ravno 0(K? + --- + K?2).
Opazimo, da je K; generiran z (o; — 1). Sledi, da je 0(K;) ravno vsota besed v ZC,,
ki vsebujejo X;. Ker je produkt dveh takih besed v C, enak ni¢, je 8(K?) = 0, torej
je tudi O(K? + -+ + K?) = 0. Potem ima 1) trivialno jedro in je izomorfizem.  [J

Sedaj lahko dokazemo klasifikacijski izrek skoraj preprostih spletov v evklidskem
prostoru.

Dokaz izreka 7.8. Naj bo L skoraj preprost n-splet v R®. Vzemimo vzporednik /3, n-
te komponente spleta L, ki ima z L,, spletno Stevilo 0. Najbo f : G(R*—L) — G(R3—
L™) naravna izbira epimorfizma ter naj bo 8/, = f(8,). Po izreku 4.21 vemo, da je
splet L do spletne homotopije natancno dolocen s spletom L™ in s konjugiranostnim
razredom (3, v grupi G(R* — L™). Splet L" je seveda ze doloCen, saj je trivialen.
Izrek bomo torej dokazali, ko (!, izrazimo z invariantami ji, (1“ o (n=2)¥(n— 1)n)
za w € S,_9.

Po izreku 5.14 je grupa G(R® — L™) generirana z n — 1 generatorji a, ..., a, 1,
ki predstavljajo poldnevnike. Ker je L"~! trivialen splet, je

B € A, 1(L") = ker (g(R3 — L") = G(R® — (L”)”‘1)>.

Po lemi 7.10 lahko potem /3 predstavimo kot a? ; za nek ¢ € RG" " kjer je
G" 1" generirana z o, . . ., ay—s. Po lemi 7.12 pa lahko ¢ enoli¢no predstavimo kot
koncno vsoto besed paroma razlicnih spremenljivk Xy, ... X, s v ZC,,. Pisemo

o = 17[}_1(0') = Z,u*(ll .. Zp)X“ .. -Xip S ch

Pokazali bomo, da so koeficienti p* doloceni z i, koeficienti.
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Naj bo
= w(ir. . ip) (s — 1) ... (ag, — 1).

Pomagali si bomo z nekaJ pomoznimi rac¢uni:

(az—l) -1 S R | o
ap_1 _an lan 1 — an—lai Qp_10G; = [an—laai]y

1 1 —1). _ _ i—1
ot~ DRTD (a1 1 D 0 oy, aa, o),

(g —1)... (a4, —1) [

n—1 - "Hagihah]?ah]’“'>aip]'

Zanimali nas bodo koeficienti v Magnusovi razsiritvi 8/, pred monomi, ki vsebujejo
paroma razlicne spremenljivke {X7,... X, 1} in se kon¢ajo s X,,_;. Po izreku 2.9
vemo, da Magnusova razsiritev k-krat iteriranega komutatorja nima ¢lenov dolzine
< n. Potem lahko izracunamo:

Mo o) =(1—Xpy£.. W (A-X;£.. ) A+ X )" (14 X,) =
=1—-p XX, 1+...,

M ([l ], @i,]) = M([af -y, 00, ] M (0 ) M ([, a0, ) M (as,) =

= My, a1 ))(1 = X, £ )M ([ Z*l,%])(HX ) =

=1+ X, X1+ )1 =Xy £..)0 = ' X, Xn 4. )1+ X)) =
=14+ p X, Xi, X1+ ...,

*

M([ .. [[Oéﬁfl, O./il], Ozi2], c. ,O./ip]) =1+ (—1)pM*sz cee Xian—l + ...
Sledi, da je

M(B/) :M(ao ) M(QZM 1. 110)(0%1_1) (aip_l)) _

n n—1

_ ( CVZ (;1...zp)(a”—1)...(a1p—1))

— HM Z1 dp) (o) —1). '~(aip*1))
—HM . M (Zl 2 Oél'l],Oéiz],...,Oéip]):
= H ('ll ip)Xip ce Xian,1 + .. ) =
=1+ (Z(—l)pﬂ*(il i) Xy X Xpr) e =
=1+ Z“L ip..ii(n—1)n)X;, - X3 Xp1) +
Ker so vsi podspleti L trivialni, so vsi p, koeficienti dolzine < n nicelni in so torej u*
koeficienti dolzine < n — 2 nicelni. Potem res nimamo nobenih dodatnih monomov

dolzine < n — 1 in lahko zanemarimo preostali del vsote, ki smo ga pisali z »... «.
Potem je za w € S,,_»

pe(19...(n=2)%(n = 1n) = (=1)" 2 ((n = 2)*...1¢).

Prav tako iz dejstva, da so vsi puy koeficienti dolzine < n nicelni, sledi, da so up
koeficienti dolzine n natanko iy, invariante in je

= > ,uL( (n—2)* (n—l)n>X1w...X(n_2)w

WESy—
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dolocen z (n — 2)! invariantami
{uL(lw (n=2)"(n— 1)n) ’ w € S, _5 poljubna permutacija}.

S tem je izrek dokazan.
O

IzkaZe se, da je predstavitev elementa o € RG" 1" v zgornjem dokazu enoli¢na
in invariantna za spletno homotopijo. To lahko vidimo preko tega, da smo jo izrazili
z v invariantami, to dejstvo pa se da pokazati tudi neodvisno od tega. Tako je
Milnor g invariante prvotno definiral ravno kot koeficiente v predstavitvi o [11].

Oglejmo si dva primera skoraj preprostih spletov.

Primer 7.13. Izrek 7.8 pravi, da je vsak skoraj preprost 3-splet L v evklidskem
prostoru do spletne homotopije natanéno dolo¢en z eno samo invarianto jiz(123).
Potem lahko vsak skoraj preprost 3-splet do spletne homotopije natan¢no predsta-
vimo z diagramom na sliki 33, kjer nam stevilo obratov prve komponente do izbire
orientacije natan¢no doloca jir,(123) in s tem 3-splet, ki ga predstavlja.

Slika 33: Univerzalna oblika skoraj preprostih 3-spletov v evklidskem prostoru do
spletne homotopije natancno.

&
Primer 7.14. Na sliki 34 je prikazan skoraj preprost n-splet L v R3, za katerega je

1, w=id

0; sicer

aL(19...(n=2)*(n— 1)n) = {

[zra¢un i invariant ni tezak, je pa dolg, zato ga bomo izpustili. Intuitivno to
vidimo preko tega, da lahko generatorje Wirtingerjeve prezentacije, ki pripadajo
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lokom zgornjega dela vsake komponente, rekurzivno izrazimo z generatorji, ki pri-
padajo lokom zgornjega dela naslednje komponente, dokler ne pridemo do (n—1)-ve
komponente. Potem se cleni pred monomi Xiw ... X(,_9)wX,,_1 Vv razsiritvi vzpore-
dnika n-te komponente paroma odstejejo, z izjemo enega clena, ki je enak 1: ¢lena
pred monomom X ... X, »X, 1.

AR LB
BT T -0

L:__*Jzﬁ;:eggﬁ :Efi/—

1 2 3 n—2 n—1

Slika 34: Skica skoraj preprostega n-spleta.
&

7.4 Klasifikacija 3 in 4 spletov do spletne homotopije na-
tancno

Milnor je pokazal, da so ji invariante dovolj moc¢ne za doloc¢itev (spletno) homotop-
skega tipa poljubnega 3-spleta v evklidskem prostoru.

Izrek 7.15 ([11]). Milnorjeve i invariante dolocajo 3-splete v evklidskem prostoru
do spletne homotopije natancno.

Dokaz izreka 7.15. Naj bo L poljuben 3-splet v evklidskem prostoru, ay, as in ag
poldnevniki prve, druge in tretje komponente, ter naj bo 33 vzporednik tretje kom-
ponente spleta L v grupi G(R? — L) s spletnim Stevilom 1k(Ls, 33) = 0. Definiramo
naravno izbiro epimorfizma f : G(R®* — L) — G(R® — L?) in 8, = f(f3). Potem
je splet L po izreku 4.21 do spletne homotopije natanéno doloéen s spletom L? in
konjugiranostnim razredom 4 v grupi G(R* — L?3).

Spomnimo se, da je po izreku 4.22 splet L? dolocen s spletnim stevilom pr,(12).
Opazimo, da sta vzporednika prve in druge komponente spleta L? v grupi G(R3 —L?)

dolo¢ena z o £12) 4 aff £12) " Potem imamo po izreku 5.14 predstavitev

G(R® — L%) = (a1, s | [an, a4, [, 2] ).
Ker je po definiciji
= G(R® — (L%)?) = (),

je torej G(R? — L3) = (o) - Ay. Po lemi 7.10 lahko poljuben element iz A pred-
stavimo kot produkt o' = ajai;'aday za neka y,z € Z. Izkazalo se bo, da
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bo bolj prakti¢na ekvivalentna predstavitev ag“(o‘l_l) = ozgy_ZHZOQ. Potem lahko
B € G(R3 — L3) = (ay) - Ay predstavimo kot

T y+2(a1 1) x -1 _z
63—0‘1 —a1a2 041 Q0

za neke x,y, z € Z. Nas cilj je izraziti x, y in 2z z iy, invariantami.

Iz relacije [y, ab” pr(12) ] sledi, da je

12)(a1—1 12 —pr (12 - 12 —pp (12
O/ZtL( ) (e ):agL( )OélazuL( ) _ =] 10/2%( )a1a2ML( ) .

Potem lahko z definiramo po modulu pr(12). Izracunajmo (5%

2
ror _ ¢ x, ytz(aai—1)\a zoq  yai+z(ai—Don g yartz(ad—a1)
5 = (ajag )M = ai™ay = 01y =
zZ(a7 —o
= a®alad®” yal( 1)

Opazimo, da je af—a; = (ag—1)+(a?—2a;+1). Ker je af—2a;+1 = (a1—1)2 € K%,

. —Q .
je potem a2 —a; = a; —1 (modK?), in je po lemi 7.10 ap' *' = a$'~". Potem je
z(af—a 1 —1 1
o — 0P adad™ Vo (ef—a1) _ a1a2a12/(a1 )Oéi(al ) _ = a%ad y+(z+y)(ar—1)

Torej lahko z definiramo po modulu y. Izra¢unamo se 33

lag _ (ox, yrz(ai—D\ae _  zag, yastz(ai—l)az _ /g 1 Ha1—T)as
3 (CY1042 ) = 07 "Qy = (Ozlozl )a2 a1a2a2a2 —
—a¥ z(a1—1 +2(a1—1 —a®41 tr(ag—1 B
e Oéla2 10[20[%0(2( 1 ) — afay ( 1— )a2 1 — Oéfay ( 1— )Oég Tor
z y+(z—z)(a1-1)
= oy ,

kjer opazimo, da je

v —zon = (—af +1) = (—x)(a = 1) + (o] = 1) =
=(—$)(a1—1)+(a1—1)( gt ) =
=(m —D(—z+ai " +af?+---+1) € K}.

Torej lahko z definiramo po modulu z.

Vzporednik f33 lahko predstavimo kot produkt a?aja;afa; z nekimi vimesnimi
faktorji, ki so enaki nekim potencam aj. Oglejmo si Magnusovo razsiritev vzpo-
rednika (3. Ker nas bodo zanimali le koeficienti pred monomi, ki vkljucujejo Xs,
lahko izpustimo razgiritve faktorjev ' (in s tem v resnici gledamo razsiritev 33).
Dobimo

M(Bs) = M(B5) = M(afay™ ™) = M(atad o aday) =
=(1+X)"(1+ Xo)V *(1 - X5 + X1 F.o.oO)l+X)*(1+ Xy)

Koeficienta pred monomoma X; in X5 v tej razsiritvi sta po definiciji ravno spletni
stevili pr(13) in pp(23), koeficient pred monomom X,X; pa je ravno koeficient
1 (213), ki ni nujno invarianta. Potem je x = ur(13), y = pr(23) in

pe(213) = (y—2) (=) +(y—2)+z ==
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Ker je Ar(213) = ged{pr(12), 1 (13), 11 (23)} in je z definiran po modulu gy (12),
pr(13) in pr(23), je

pe(213) =z (mod ged{pur(12), pur(13), pr(23)})

= Z.

Potem smo definirali x = pr(13), y = pn(23) in 2 = 11(213). S tem je nas izrek
dokazan.
[l

Relativno preprosta klasifikacija 3-spletov je botrovala upanju, da je popolna
klasifikacija spletov do spletne homotopije mogoca. Izkazalo pa se je, da je tak
rezultat morda tezje dobiti, kot se je sprva slutilo. Sele leta 1988, dobrih 30 let po
Milnorjevih prvotnih ¢lankih, je matematik Jerome Paul Levine uspel klasificirati
4-splete v evklidskem prostoru do spletne homotopije natan¢no. To je storil v ¢lanku
»An approach to homotopy classification of links« [7] z modifikacijo g invariant.

Izrek 7.16 (Levine [7]). Modifikacija p invariant klasificira 4-splete v evklidskem
prostoru do spletne homotopije natancno.

Dokaz temelji na tem, da je (spletno) homotopski tip n-spleta L v R?® odvisen
le od spleta L™ in orbite elementa L, v G(R® — L") pri delovanju geometrijskih
avtomorfizmov, to je avtomorfizmov, ki jih inducirajo spletne homotopije spleta L™
samega nase. Ta rezultat je analogen rezultatu izreka 4.21, pri ¢emer pa ohranja
ohranja dodatno strukturo, ki jo je Levine definiral za splete. Klasifikacija geo-
metrijskih avtomorfizmov za 3-splete, ki je podana v ¢lanku, potem doseze polno
klasifikacijo 4-spletov.

Po drugi strani sta matematika Nathan Habegger in Xiao-Song Lin preucevala
spletno homotopijo v kontekstu strunastih spletov, posplositve kit, kjer sta tudi do-
segla polno klasifikacijo do spletne homotopije natancno (¢lanek » The classification
of links up to link-homotopy« [5]). Vsak splet v evklidskem prostoru lahko predsta-
vimo kot zaprtje strunastega spleta. Tezava pri klasifikaciji spletov v tem konteksu
postane ugotavljanje, kateri strunasti spleti predstavljajo iste splete.

7.5 Nadaljnje delo

Podrocje raziskovanja Milnorjevih invariant in spletne homotopije je aktivno. Le v
zadnjih letih se je pojavilo ve¢ zanimivih ¢lankov, napisanih na to tematiko. Izposta-
vimo nekaj zanimivih tematik, v katere bi se bilo smiselno poglobiti v prihodnosti.

Junija 2023 je Ryan Stees objavil doktorsko disertacijo, ki definira Milnorjeve
[ invariante v poljubni sklenjeni orientabilni 3-mnogoterosti. Vsebina disertacije se
pojavi na aryiv-u pod naslovom »Milnor’s invariants for knots and links in closed
orientable 3-manifolds« [14]. Zanimivo bi bilo razmisliti, kako se te invariante ob-
nasajo za splete v preprostih 3-mnogoterostih, kot so lecasti prostori. Smiselno bi
bilo tudi poskusiti poiskati klasifikacijo spletno homotopskih tipov spletov z < 4
komponentami v teh prostorih, bodisi z uporabo teh bodisi s konstrukcijo novih in-
variant. Pri tem so lecasti prostori naravna izbira, saj o spletih v le¢astih prostorih v
literaturi najdemo ze kar nekaj znanih rezultatov. Omenimo Se preprost razmislek,
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da se klasifikacija spletno homotopskega tipa spletov z < 3 komponentami v polnem
torusu zdi trivialna, saj lahko R?® (oziroma kompaktifikacijo S*) predstavimo kot
unijo dveh polnih torusov in uporabimo Levinovo klasifikacijo 4-spletov za splet, ki
ga dobimo, ko zdruzimo poljuben 3-splet v enem polnem torusu z vzporednikom
drugega.

Po drugi strani bi bilo morda smiselno poskusiti poiskati nove invariante za sple-
tno homotopijo, tako v evklidskem prostoru kot nasploh. V klasi¢ni teoriji vozlov
obstaja cel kup invariant za ambientno izotopijo, ki jih bi bilo morda mozno redu-
cirati do invariant za spletno homotopijo. Tu bi izpostavili Habeggerjev in Linov
pristop s strunastimi spleti, ki smo ga omenili ze v prejsnem razdelku. Zdi se, da
bi lahko bolj raziskali grupno strukturo strunastih spletov in preko tega izluscili
dodatne informacije in invariante za spletno homotopijo.

Nazadnje bi razmislili o implementaciji racunalniskega algoritma za izracun [
invariant. Tezava v racunski kompleksnosti se pojavi na dveh klju¢nih korakih.
Prvi¢, za definicijo i invariant moramo poiskati vzporednike v grupi %. Dokaz
Chen-Milnorjeve predstavitve nam poda algoritem, vendar dolzine ustreznih besed
rastejo zelo hitro. To vodi v kasnejse probleme, ko moramo izracunati Magnusove
razsiritve teh besed. Poleg tega je potrebno za izracun invariante dolzine k najprej
poiskati kar nekaj p koeficientov dolzine < k. Po osnovni oceni se zdi, da stevilo
teh koeficientov raste s fakulteto dolzine invariante. Lahko bi se osredotodili le na
izracun prvih nenicelnih invariant, kar bi problem bistveno poenostavilo, saj v tem
primeru zadosca le izracun u koeficientov.
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Dokaz izreka 5.3

Ponovno si oglejmo izrek 5.3 iz razdelka 5.1 in navedimo dokaz.

Izrek 5.3 (Milnor [10]). Naj bo L splet v mnogoterosti M. Za vsak q € N obstaja
okolica N spleta L, tako da za vsak splet L', ki leZi v N in je spletno homotopen L,

velja:
GM-L)  GM-L)

KM =L, M) K M—1L,M)

Dokaz izreka 5.3. Naj bo L splet v mnogoterosti M in g € N.

(#) Omejimo se najprej na primere, ko ima splet L eno samo kompo-
nento:

Naj bo

M=NyD>DN DNy D---DN,
zaporedje povezanih odprtih okolic L, tako da imamo znotraj N, deformacijo Ny
v L, torej, da je vlozitev tx11 : Nipi1 — Nj homotopna preslikavi, ki slika N1 v L.
Tako zaporedje okolic obstaja, saj je L ANR (absolutni okoliski retrakt).

Naj bo xy € N, — L. Pokazimo, da lahko za vsak element av € K (Nj — L, Ny), ki
je neka zanka v Ny, — L, definiramo spletno stevilo lk(«, L). To spletno stevilo lahko
definiramo, saj lahko izberemo orientaciji L in M, elemente grupe K (N — L, Ni)
pa lahko predstavimo z zankami okoli L v neki evklidski okolici znotraj M (pri tem
moramo izbrati bazno tocko v tej evklidski okolici). Potem je spletno stevilo dobro
definirano, saj smo ze pokazali, da je spletno Stevilo invariantno za homotopije zank
(trditev 4.9).

Opazimo, da za dve zanki ay, a9 € K(Ny, — L, Ny) velja

H((Oél * (g, L) = H((Oél, L) -+ H((Oég, L)

Potem je mnozica vseh zank a s spletnim stevilom lk(a, L) = 0 podgrupa jedra
K(Nk — L, Nk) Oznacimo jO S Q(Nk — L, Nk)
Za dokaz izreka bomo potrebovali stiri leme.

Lema 7.17. VloZitveni homomorfizem
K(Nk — L, Nk) — K(Nk_l — L, Nk—l)
slika grupo Q(Ny — L, Ny) v komutatorsko podgrupo Ko(Ny_1 — L, Nx_1).

Dokaz leme 7.17. Naj bo Uy univerzalni krovni prostor okolice Ny in Vj praslika
spleta L v Uy. Potem je (kot v dokazu izreka 4.17)

7T1(Uk — ‘/k) = K(Nk —L,Nk)

in posledi¢no
Ky(Ny, — L, Ny)

Vlozitev ¢, : N, — Nj_; nam inducira vlozitvi

= Hy (U — Vi)

Uy = U in Uy — Vi = Up_q — Vi,
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Naj bo U, U oo kompaktifikacija krovnega prostora Uy z eno tocko. Po Poincaré-
Lefschetzovi dualnosti imamo izomorfizem

Hy(Up — Vi) = Hy((Up Uoo) — (Vi U o)) = H?(Uy, U 00, Vi, U 00).
Opazimo, da je H*(Uy U 0o,00) = H;(U;) = 0 in si ogledamo eksaktno zaporedje
kohomoloskih grup

HY (Vi U 00, 00) 2 H2(Uy U 00, Vi, U 00) — H2(Uy U 00, 00).

Grupa H'(V}, U 00, 00) je prosto generirana Abelova grupa z enim generatorjem -
za vsako komponento V. Potem je H*(Uj U oo, V}, U co) generirana s slikami §(7;).
Zlozimo skupaj do sedaj dobljene izomorfizme in dobimo

Ky(Ny — L, N)

> Hi(Ux = Vi) = HA(Ux U oo, Vi Uso) = (6(n).

Izomorfizem grup H?(Uj U oo, Vi U oo) & H, (U, — Vi) nam slika generator 6(y;)
v zanko «; okoli [-te komponente V. Ta zanka seveda ni trivialna, saj se preko
izomorfizma preslika v generator Hq(Uy — Vj). Izomorfizem

K (N, — L, Ny)

H —V.)
A A A )

potem slika zanke a; v zanke «; s spletnim stevilom lk(«j, L) = £1. Brez skode za
splosnost lahko privzamemo, da so vsa ta spletna stevila enaka +1. Naj bo

ZC[O&[ S Hl(Uk — V'k)
poljuben. Potem imamo

L K(Ny — L, Ny)
1k E L) = E k § ’ ’ .
( oy, ) c;, kjer je oy € Kg(Nk ~ I Nk)

Elementi grupe

Q(Ny — L, Ny)

Ky(Ny, — L, Ny)
so v Hy (U, — Vi) predstavljeni z verigami Y- ¢;aq, kjer je 3¢, = 0. Opazimo, da
vlozitev 1, : Uy — Uj_1 slika vse komponente V; v eno samo komponento Vj_1, saj
lahko N} znotraj Nj_; deformiramo na L. Induciran homomorfizem na homoloskih
grupah

(tr)s s Hi(Up — Vi) = Hy(Ug—1 — Vi)

potem slika vse generatorje oy grupe Hy(Uy — V}) v en sam element & € Hy (U1 —
Vi—1) in posledicno je

() (Z cmq) = (Z cl> Q.
Potem je ocitno, da induciran homomorfizem na fundamentalnih grupah

() K(N,—L,N,)  K(Nj_i—L,Ny_y)
# U Ky(Ne — LNy Ka(Nj_y — L, Nj_)

slika, Q(Nk - L,Nk) \% KQ(Nk_l — L,Nk_l).
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Lema 7.18. VioZitveni homomorfizem
K(Ny — L,Ny) - K(M — L, M)
slika grupo Q(Ny — L, Ny,) v K1 (M — L, M).

Dokaz leme 7.18. Lemo dokazemo s pomocjo indukcije na k. Za k = 1 je to ravno
lema 7.17. Naj bo torej k£ poljubno naravno stevilo in naj lema drziza 1,...,k — 1.
Naj bo o € K(Ny_1 — L, Ny_1) tak element, da velja lk(co, L) = 1. Potem lahko
vsak element grupe K(Ny_1 — L, Ny_1) predstavimo kot produkt o), kjer je A €
Q(Ng_1 — L, Ny_1) in h € Z . Oglejmo si kompozitum vlozitvenih homomorfizmov

K(Ny — L, Ny) Y% K(Nwy — L, N & K(M = L, M).
Naj bo 0 € Q(Ny — L, Ni). Po lemi 7.17 lahko (tx)4 (o) piSemo kot produkt

Tl M) € Kix(Nics — L, Mo,

kjer so A; in A, v Q(Ny_1 — L, Nx_1) in h;, b, € Z. Potem je

F(() (o) = [[la" N, a" Ny € K(M — L, M).

i

Po indukcijski predpostavki so \; in X; elementi Kj(M — L, L). Ker je f((tx)(c))
produkt komutatorjev takih elementov, je potem f((ux)g(0)) € Kyy1(M — L, M),
kar konca dokaz leme. O

Naj bo N C N, taka okolica spleta L, da je N, — N povezana mnozica in da
vsebuje:

e tocko xg,
 zanko « s spletnim Stevilom lk(a, L) = +1, ki je v. N, homotopsko trivialna,
« zanko f3, ki je v. N, homotopna L.

Opomba: zanki « in 3 sta seveda poldnevnik in vzporednik nasega spleta L.
Lema 7.19. Naravna izbira homomorfizma

_ G(M - L)
7T1(M—N) — Kq(M—L,M)

je epimorfizem za vsak q > 2.

Dokaz leme 7.19. Naj bo ¢ > 2. Pokazati zelimo, da lahko vsako zanko v M — L
zapisemo do homotopije natanéno kot produkt zank iz M — N in zank iz M — L, ki
so g-ti komutatorji kontraktibilnih zank v M.

Ker sta M — N in N, — L povezani odprti mnozici in je njun presek N, — N
povezan, njuna unija pa cel M — L, lahko vsako zanko v M — L predstavimo do
homotopije natanéno kot produkt zank iz M — N in N, — L. Dokaz leme je koncan,
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ko pokazemo, da lahko poljubno zanko v € N, — L zapisemo kot produkt zanke
v € N, — N in zanke 7" € K, (M — L, M).

Oglejmo si vlozitveni homomorfizem
U : 7T1(Nq — L) — 7T1<Nq,1).

Ker lahko N, znotraj N,_; deformiramo na L, je slika im(vy) generirana z zanko,
homotopno L. Za to zanko lahko vzamemo vzporednik (. Ker je ta slika izomorfna
T (Nq — L)

K(N,—L,N, 1)’

je tudi ta grupa generirana z 3. Opazimo, da je

K(N,— L,N,_,)
Q(Nq - Lqu—l)

generirana s poldnevnikom «. Potem je grupa

7T1(Nq - L)
Q(Nq - Lqu—l)

generirana z « in (. Potem je vsaka zanka v € N, — L produkt zank v = o'/ €
N,— N invy" € Q(N,— L,N,1). Oglejmo si kompozitum homomorfizmov

m(N,— L) L m(N,y — L) S G(M - L),

Po lemi 7.18 je f(Q(Ny—L,Ny—1)) C Q(Ny—1—L, Ny—1) in g(f(Q(N,;—L,N,—1))) C
K, (M —L,M). Torej je g(f(v")) € K,(M —L,M). To je predstavitev v v K, (M —
L,M). S tem je dokaz leme koncan.

O

Naj bo Q' < 7, (M — N) podgrupa edinka, generirana s sliko Q(N, — N, Ng_1),
ki jo inducira vlozitev Ny — N < M — N.

Lema 7.20. Jedro homomorfizma

G(M - L)
K,(M =L, M)

m(M — N) —

je enako Q'K,(M — N, M) za q > 2.

Dokaz leme 7.20. Naj bo ¢ > 2. Ni tezko videti, da je K,(M — N, M) v tem jedru.
Oglejmo si kompozitum vlozitvenih homomorfizmov

m(N,— N) L m(N,oy — L) % G(M - L).

Opazimo, da je f(Q(N,—N, N, 1)) C Q(N,_1—L, N, 1) in g(f(Q(N,—N, N, 1))) C
K (M — L, M). Potem imamo homomorfizem

. m(M—N) G(M — L)
COK,(M =N, M) KoM —L, M)’

n
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Zeleli bi pokazati, da je n izomorfizem. V ta namen bomo konstruirali inverz. Naj

bo
7T1(M N)

Q/
kvocientni epimorfizem. Opazimo, da je homomorfizem
o ™ (Ng — N) T (N, — L)
Q(Nq_NaNq—1> Q(Nq_Lqufl)

oy :m(M—N) —

surjektiven, saj smo v lemi 7.19 pokazali, da je desna grupa generirana z « in f3.
Njegovo jedro je trivialno, saj se zanka v N, — N slika v trivialen element le, ¢e je
kontraktibilna v N,_; in ima spletno sStevilo 0 z L, kar pa je natanko tedaj, ko je
trivialna v N, — N. Torej je ¢ izomorfizem in obrnljiv. Definiramo kompozitum
homomorfizmov

m(Ng—L) g1 m(N,—N) _, MM —N)
Q(Ng — L, Ng-1) Q(Ng — N, Ny 1) Q
V ludi izreka Seiferta in van Kampena nam oy in o definirata homomorfizem

G(M — L) = m((M — K) U (N, — L)) 2 m%f L,

oy :m(N,—L) —

saj za vlozitvi
iy: (M —-N)N(N,—L)=N,—N — (M —N)
iy: (M — N)N(N,—L)=N,—~ N — (N, — L)

velja 01 0 (i1)4 = 09 0 (i2) 4 in se torej oy in oy ujemata na preseku N, — N. Potem
o = (01, 09) inducira homomorfizem

G(M — L) 7 (M — N)
K,(M—L, M) QK,(M—N,M)

ki je inverz n. Torej je n izomorfizem in je jedro homomorfizma

G(M - L)
K,(M — L, M)

Wl(M—N) —

enako Q'K (M — N, M). O

Naj bo L’ poljuben splet v N, ki je homotopen spletu L. Potem lahko vsak N
znotraj Ny_; deformiramo tako na L, kot tudi na L’. Potem leme 7.17, 7.18, 7.19
in 7.20 veljajo za L in L'. Ker ima poljubna zanka v N, — N enako spletno stevilo
z L in L', imata vlozitvena homomorfizma

- GM-L) . — GM - L)
WI(M_N)%KCI(M—L,M) in m(M_N)%Kq(M—L’,M)

isto jedro Q'K,(M — N, M). Ker sta po lemi 7.19 oba surjektivna, imamo izomor-
fizem

GM~-L _ mM-N) _ GM-L)

K,M =L, M) QK M—N,M) K, (M—1L, M)
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To konca nas dokaz za splete z eno komponento.

(ee) Poljuben splet L:

Naj bo L poljuben n-splet. Potem konstruiramo okolico N* za vsako komponento
posebej, kot v primeru spleta z eno samo komponento. Naj bo N = N'U ... U N™,
V konstrukciji okolice N* smo imeli bazno tocko zj, € N, ; — L. Sedaj izberemo bazno
tocko z9 € M — N in za vsak i pot p;, ki vodi od x do x§. Te poti ne spremenijo
dokazov nasih lem. Potem je jedro homomorfizma

§ G(M - L)
m(M —N) — K, (M — L, M)

enako B
Q1 QUK (M — N, M).

Sledi, da za dva homotopna spleta L in L' v N velja

GM-L) (M — N) . GM-1L)

K,M—-L,M) Q'...Q"K, (M —N,M) KM—-L,M)

S tem je nas izrek dokazan.
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